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Vorwort. 



Diese dritte Bearbeitung der analytischen Geometrie 
der Ebene dnrch den Verfasser unterscheidet sich von 
der zweiten (Sammlung Göschen 65) sehr wesentlich durch 
zwei Dinge. Ein grofses Aufgabenmaterial ist hinzu- 
gekommen, sowie die Astroide, Kardioi'de, Steinersche Kurve. 
Die Aufgaben soll der Leser selbständig zu lösen und zu 
erweitem versuchen, z. B. dadurch, dafs er die Aufgaben 
von der Ellipse für die Hyperbel adaptiert, die konstruktive 
Lösung durch Rechnung und, was meist instruktiver ist, die 
Rechnung durch Konstruktion ersetzt. Für die höheren 
Kurven sind die Aufgaben nur angedeutet, der Leser mag 
z. B. die Steinersche Kurve, wozu sie geradezu heraus- 
fordert, mit (gleichseitigen) Dreieckskoordinaten behandeln, 
der engen Verwandtschaft zwischen der Lemniskate und der 
Fufspunktkurve der Astroide nachgehen, die logarithmische 
Spirale, das Blatt des Descartes, die Konchoiden etc. be- 
handeln. Die Methoden findet er hier. Ausführlicheres ver- 
bot die Rücksicht auf den Raum. 

Was den theoretischen Teil angeht, so ist die Pro- 
jektivität hier sehr viel stärker betont, aber dem Prinzip, 
mit den einfachsten Mitteln auszukommen, ist der Verfasser 
treu geblieben. 

Strafsburg i. E., December 1899. 

Max Simon. 
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I. Abschnitt. 



Koordinaten und Punkt. 



§ 1. Definition von Koordinaten, Ortsbestimmung 

auf der Geraden. 

unter den Koordinaten eines Punktes (einer 
Linie, einer Fläche) versteht man den Rechnungs- 
regeln unterworfene Zahlen, welche durch die 
Lage des Punktes (der Linie, der Fläche) bestimmt 
sind und durch deren Werte umgekehrt die Lage 
eines Punktes etc. bestimmt wird. 

Wir beschränken uns zunächst auf Punkte einer Ge- 
raden X. 

Man wähle auf der Geraden einen festen Punkt aus 
als den Nullpunkt oder Anfangspunkt oder Ursprung, 
und eine feste Mafseinheit, z. B. V9 ^^ dann bestimmt \ 
jeder Punkt P auf der Geraden durch seine Lage eine 
Zahl, die Mafszahl von P, z. B. (Fig. 1) die Zahl 3. 
Damit umgekehrt eine Zahl, z. B. 3, Einen Punkt auf X be- 



"p P ^ 

Fig. 1. 

stimme, mtlssen die beiden entgegengesetzten Richtungen, 
die von auf X ausstrahlen, unterschieden werden als 
positiv und negativ (Zeichen: -|- und — , wobei meist 
der rechte Zweig als positiver gewählt wird), und gefordert 
werden, dafs die Zahl, z. B. 3, mit einem der beiden Vor- 
zeichen versehen werde; alsdann bestimmt die Zahl -f- 3 

Simon, Geometrie der Ebene. 1 



2 I. Koordinaten und Punkt. 

den Punkt P, die Zahl — 3 den Punkt P' (Fig. 1) [das 
-f- Zeichen wird häufig weggelassen, das — Zeichen durch 
einen Strich ersetzt, also 3 und 3']. Diese mit dem Vor- 
zeichen bezw. Strich versehene Zahl heifst die Abscisse 
des durch sie bestimmten Punktes, sie wird meist mit x be- 
zeichnet, die Gerade selbst heifst die Abscissen-Achse, 
auch kurz X-Achse; man sagt, Punkt P der Fig. 1 hat 
die Abscisse x = 3, sein x ist = 3 ; oder er wird bestimmt 
durch die Gleichung 

1) X — 3 = 0, 

oder auch, da der Punkt und seine Abscisse sich gegen- 
seitig bestimmen: P entspricht x = 3, oder P entspricht 

X — 3 = oder ist äquivalent der Gleichung 1), Zeichen {, 

also P { X — 3 =: oder noch kürzer: P { 3, während z. B. 

F{3' bezw. P'{x — 3' = ist. 

Allgemein bestimmt jede Gleichung ersten Grades in x 
Einen Punkt Q auf X, so dafs also alle Punkte von X 
dargestellt werden durch die Gleichung 

2) ax + b = 0, 

wenn a und b alle möglichen Werte annehmen, nur nicht 
beide zugleich sind; die Gleichung 2) stellt aber den- 

selben Punkt unendlich oft dar, sie giebt x =: , und 

a 

diese Zahl ändert ihren Wert nicht, der ihr äquivalente 

Punkt also seine Lage nicht, wenn a und b mit demselben 

Faktor multipliziert werden. Es ist P { x — 3 = aber auch 

P{cx — 3c = 0, wenn c ungleich (Zeichen ^) 0] so dafs 
der Punkt die Gleichung nur bis auf einen willkürlichen 
Faktor bestimmt. 

Aufgabe 1. Welchen Punkt stellt 2) dar, wenn a^O 
und b = 0? 

Aufgabe 2. Welchen, wenn a = und b^^O? 
Zur letzteren Aufgabe ist zu bemerken, dafs wir uns a 
zunächst nicht als absolut 0, sondern als unter jedem Mafs 

klein vorstellen, etwa in der Form + 10~", wo n über 
jedes Mafs grofs, und dafs seit Desargues sich die An- 
nahme Eines unendlich fernen (uneigentlichen) Punktes auf 



§ 2. Panktepaar. 3 

der Geraden als äufserst fruchtbar erwiesen hat, so dafs wir 
jede Gerade als im Unendlichen geschlossen ansehen, als 
einen Kreis mit unendlich grofsem Radius; den unendlich 

fernen Punkt Q setzen wir { x = + oo = to. 



§ 2. Punktepaar. 

Die Gleichung x^ — 9 = hat die Lösungen (Wurzeln) 
X = 3 und X = 3', sie bestimmt also die beiden Punkte 

P und P' der Fig. 1; sie ist { dem Punktepaar P|P' und 

umgekehrt dies Paar { jener Gleichung. Die Gleichung 
x^ — 8x-)-15 = bestimmt das Punktepaar x = 5 und x = 3. 

Aufgabe 1. Welche Punktepaare bestimmen 
x*+8x+15 = 0; x2 + 5x — 14 = 0;x2 — 5x— 14 = 0? 

Aufgabe 2. Welche Gleichung ist { dem Punktepaar 
A I C der Fig. 2, welche dem Punktepaar | A? 



"CO A + 

Fig. 2. 

Jedes Punktepaar P | Q auf X ist { unzählig vielen in 

X quadratischen Gleichungen; ist P{p und Q{q (d. h. hat 
P die Abscisse x = p etc.), so ist (x — p) (x — q) = eine 
dem Paar äquivalente Gleichung, alle andern sind dann 
von der Form c (x — p) (x — q) = 0, wo c ^ 0, und wenn 
wir „quadratische Formen", welche sich nur durch einen 
konstanten Faktor unterscheiden, als identisch ansehen, so 

ist jedes Punktepaar { einer quadratischen Gleichung, da- 
gegen ist die beliebige quadratische Gleichung 

3) ax2-)-2bx + c = 

zunächst nicht immer äquivalent einem Punktepaar; z. B. 
x2 — 6x4-25 = hat die Wurzeln 3 +j4i_und 3 — 4i, 

wo i, wie seit Gaufs üblich, Zeichen für V — 1, und diesen 
„komplexen Zahlen" (s. Arithmetik Bd. I, §26) entsprechen 
keine sichtbaren Punkte. Die Gleichung 3) ist also, wenn a, b, c 
unbeschränkt veränderlich sind, allgemeiner als die Gerade, 
insofern diese als Träger von Punktepaaren aufgefafst wird. 



4 I. Koordinaten und Punkt. 

Um die Äquivalenz herzustellen, wird die Fiktion zu Hülfe 
genommen, dafs es auf der Geraden aufser ihren sichtbaren 
(reellen) Punkten, auch unsichtbare (imaginäre) giebt, auf 
deren geometrische Deutung später einzugehen sein wird. 
Haben in 3) a, b, c bestimmte Werte, wo zunächst 
a =i^ vorausgesetzt werde, so ist das entsprechende Punkte- 

— b + Zb^ — ac — b — /b^ — a c ^ 
paar x^ = ' ^; x, = und 

wir haben drei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die 
„Discriminante" b^ — ac>0; <0; = Oist. Im Falle 1) 
sind Xj und x^ zwei von einander verschiedene reelle Zahlen, 
und bestimmen auch zwei reelle Punkte auf X, im Falle 2) 
sind Xj und x^ zwei „konjugierte" komplexe Zahlen und be- 
stimmen zwei „konjugierte" imaginäre Punkte; im Falle 3) 
sind Xj und x^ gleich, die beiden Punkte fallen zusammen 
in Einen, den wir aber doppelt zählen, die Gleichung 3) 

(ax + b)* 
läfst sich dann auf die Form ^^ "^ = bringen, und 

da a =^ 0, ist sie | mit (a x -)- b)^ = 0. 

Wenn a = 0, so nehmen wir zunächst auch wieder an, 
a sei gleich + 1^ ~ °? ^^ ^ ^^^^ grofs (es genügt für unsem 
Mafsstab schon n = 12); dann ist x^ nicht merklich ver- 

schieden von — öT' ^ ^^^ + 2 b 10", da Vi — «, wenn 
€ sehr klein, von 1 — -^ nicht merklich abweicht ; demzu- 

n 

folge sagen wir: wenn a = 0, ist die eine Lösung x^ = — ^, 

die andere aber x^ = unendlich, d. h. die zweite Lösung 
kann durch den unendlich fernen Punkt ausgelegt werden; 
wir wollen diesen mit £ und seine Abcisse mit cd be- 
zeichnen. 

Aufgabe 3. Welche Gleichung liefert das Punkte- 
paar I ^? 

Aufgabe 4. Welche Gleichung liefern die Punkte, 

welche die Strecken P und Q halbieren, wenn P { 6 und 

Q{4' ist? 

Aufgabe 5. Welches Punktepaar stellt die Gleichung 
0x2 + 0x+7 = dar? 



§ 3. Die Strecke. 5 

Aufgabe 6. Welche Gleichung liefert Q^ als Doppel- 
punkt betrachtet? 

Wenn a=i^O, kann 3) durch Division mit a reduziert 
werden, d. h. man kann unbeschadet der Allgemeinheit in 3) 
der Letter a den Wert 1 geben, wodurch 3) in 3») x^ -|- 2 b x 
-j- c = übergeht; man kann den Xj entsprechenden Punkt P, 
den anderen Q nennen. 

Aufgabe 7. Auf welchem Zweige von X liegt P, auf 
welchem Q, wenn in 3*) b und c beide positiv sind, oder 
beide negativ sind, oder b > 0, c < 0, oder b <[ 0, c > ist? 

Ahnliche Betrachtungen lassen sich auf Punkttripel, 
Quadrupel etc. ausdehnen, welche entsprechend durch 
Gleichungen 3., 4. etc. Grades dargestellt werden können 
und V. V. 

.Aufgabe 8. Welche Gleichung liefert das Tripel 
OPP' der Fig. 1? 

Aufgabe 9. Welches Tripel liefert die Gleichung 
x8_6x2-f llx — 6 = 0? 

Aufgabe 10. Welches Quadrupel liefert die Gleichung 
X* — 34x^ + 225=0? 

Aufgabe 11. Welche Gleichung liefern die Punkte 

0, J^, P{3, Q{3'? [0x*+2bx« — 0x^ — 18 bx = 0, 
wo b^O, vgl. Aufgabe 3j. 



§ 3. Die Strecke. 

Wir betrachten jede Strecke als hervorgebracht durch 
geradlinige Bewegung eines Punktes von einem Endpunkt 
zum andern, unterscheiden also Anfangspunkt und End- 
punkt, so dafs Strecke AB und BA als entgegengesetzte 
Strecken angesehen werden, weil das Besultat der Bewegung 
von A nach B und darauf von B nach A die Ortsver- 
änderung ist, wir setzen also A B -|- B A = oder 

AB = — BA. Als wesentlich fttr die Strecke betrachten 
wir 1) ihre Richtung, wobei wir die Richtung im Sinne des 
positiven Strahls als positive, die entgegengesetzte als 
negative bezeichnen, und 2) ihre Länge, aber nicht ihre 
Lage, so dafs wir die Strecke in ihrer Richtung auf der 
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Achse frei verschiebbar denken, und Strecken, die mit AB 

gleiche Länge und gleiche Richtung haben, mit AB gleich 
setzen, und zwar in dem absoluten Sinne gleich, wonach 
gleiche Gröfsen einander in allen Operationen ersetzen 
können. Soll nur die Länge einer Strecke hervorgehoben 
werden, so bedienen wir uns des Zeichens für den ab- 
soluten Betrag (s. Arithmetik, S. 36), so dafs |AB| die 

Länge von AB bezeichnet. Die so definierte Strecke wird 
häufig Vector genannt. 

Strecken, die von ausgehen, können bei dieser Fest- 
setzung der positiven Richtung durch die Abscissen ihrer 
Endpunkte dargestellt werden, sie unterscheiden sich von 
diesen nur durch den Zusatz der Längeneinheit, und da es 
üblich ist, Gröfsen und ihre Mafszahlen mit demselben 

Zeichen zu bezeichnen, so kann man, statt zu setzen OP 

(Fig. 1) { 3, auch schreiben P = 3, und ebenso P' = 3' 
und, wenn P und Q zwei beliebige Punkte sind und 

P{x„ Q{x, (Fig3), 



4) P Q = Xg — X 



1* 



Zunächst ist hinsichtlich der Ortsveränderung P Q = 
FÖ+ÖQ{ — Xi+x^ und Xj— X, {ÖQ + QR (Fig. 3) 

-4 4 > I > ^ 

P R Q 

1 



Fig. 4. 

{ R aber R = P Q, weil sich diese Strecken nur durch 

die Lage unterscheiden (dabei mufs freilich, wenn P Q so 

auf R geschoben werden soll, dafs P auf fällt, die 
Strecke P Q durch ß hindurchgehend gedacht werden). 

Nimmt man auf der Achse drei beliebige Punkte A, 
B, C, an, so ist 

5) ÄB + BC + CÄ 

= (Xa — xj + (Xg — Xg) + (Xi — X3) = 0, 
also 

5a) AC = ÄB + BC, 
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gleichgültig, ob B zwischen A und C oder zwischen Q und 
A oder zwischen Q und C liegt. 

Aufgabe 1. Es soll die Gleichung 5) auf beliebig 
viele Punkte (man sagt: auf jeden geschlossenen 
Streckenzug) der Achse ausgedehnt werden [durch An- 
wendung von 5 a) wird der Fall n auf n — 1 zurückgeführt]. 

Die Relation 4) (und damit auch 5) und 5 a) ) ist ihrer 
Natur nach von der Wahl des Anfangspunktes unabhängig, 
d. h. sie bewahrt ihre Form, wenn die Abscissen von einem 
beliebigen andern Nullpunkt aus gezählt werden, man sagt: 
transformiert werden. Eine solche Transformation 
entspricht einer Verschiebung der Geraden in sich selbst. 

Verschiebt man den Nullpunkt von nach 0' { c, und nennt 

die Abscisse eines beliebigen Punktes P { x, in Bezug auf 
0' genommen, x', so ist nach 5 a) P = 0' -j- 0' P und 
wir haben die Transformationsgleichungen 

6) X = c -)- x' ; x' = X — c. 

Aufgabe 2. Welche neue Abscisse haben die Punkte 

P { 3, Q { — 5, R { 1, 5 wenn 0' { -|- 3, und welche, wenn 

0'{ — 3? 

Aufgabe 3. Wenn ABCD auf der Achse beliebig 
gegeben sind, so gilt die Relation 



AC.BD=AB.CD4-AD.BC. 
Aufgabe 4. 



AD2BC + BD«CA + CD2AB + ABBCCA=0. 



§ 4. Die Teilung der Strecke. 

Sind A { Xj und B { x, zwei beliebige Punkte 

[häufig ersetzt man das Zeichen { durch das Gleichheits- 
zeichen], und nimmt man auf der Geraden A B, d. h. auf der 

Achse, irgend einen Punkt P { Xp an, so wird die Strecke A B 

in die Abschnitte (Segmente) AP und BP geteilt, und 
die Strecke B A in dieselben Abschnitte, nur in umgekehrter 
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Reihenfolge. Liegt P im Innern der Strecke im gewöhn- 
lichen Sinne, so sind A P und B P entgegengesetzt gerichtet, 
also die sie darstellenden Zahlen : Xp — x^ und Xp — x^ von 
entgegengesetztem Zeichen, liegt der Teilpunkt aufserhalb, 

so sind die Strecken AP und BP von gleicher Richtung^ 
also ihre Zahlen von gleichem Zeichen. 

Die Mitte von AB sei M { |, dann ist A M = M B, und 
hieraus 



7) 



Xi + Xa 



Für die Mitte von B A erhalten wir denselben Wert^ 
und hieraus den Satz: 

Die Abscisse des Mittelpunktes einer Strecke 
ist das arithmetische Mittel aus den Abscissen 
ihrer Endpunkte. 

Die Gleichung 7) ist aus der Streckenrelation A M = M B 
hergeleitet, die Strecke und alle Relationen von Strecken 
und deren Folgerungen sind von der Lage des Nullpunkts 
unabhängig, sie sind „invariant". 

Aufgabe 1. Die Invarianz von 7) mittelst der Trans- 
formationsgleichung 6) zu beweisen. 

Aufgabe 2. Welchen Zahlenwert hat §, wenn x, 
und Xg entgegengesetzt gleich sind? 

Aufgabe 3. Welche Abscisse hat die Mitte von AC 
der Fig. 2 ? 

Welche die Mitte des durch a x^ -|- 2 h x -|- c = o de- 
finierten Punktepaares? 

Die Strecken AM und BM sind entgegengesetzt gleich ;^ 

wir suchen einen Punkt Q, so dafs A Q und B Q gleich 

sind ; Q sei { Xq, es soll Xq — x^ = Xq — x^ sein. So lange 
Xq endlich, müfste x^ = x^ sein, und wenn dies der Fall^ 
d. h. A und B zusammenfallen, ist Xq und somit Q beliebig, 
wie evident. Wenn aber Xq = a>, Q = J2, so ist to — x^ = a> 
und o) — Xj = cu, denn die unendlich grofse Zahl wird da- 
durch definiert, dafs sie um jede endliche Zahl vermehrt 
oder vermindert ungeändert bleibt; d. h. also: 

Der (uneigentliche) Punkt 2 ist von je zwei 
Punkten gleich weit entfernt. 
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Dieser Satz ist nur eine Konsequenz der Annahme, dafs 
die Gerade in Q geschlossen; denken wir uns die Gerade 
in gleicher Richtung durchlaufen von A nach B und von B 
über Q nach A, so ist M die Mitte des endlichen Wegs von 
A nach B, und Q die Mitte des unendlichen Weges von B 
nach A; beide Mitten bleiben ungeändert, wenn man in 
umgekehrter Richtung von B nach A und von A über 2 
nach B geht. 

Aufgabe 4. Den Punkt P zu bestimmen, der AB 
im Verhältnis — 4- teilt (d. h. so, dafs kV\ BP = — 1:2), 

und den Punkt zu bestimmen, der B A im gleichen Ver- 
hältnis teilt. 

Denken wir uns, ein Punkt P bewege sich im Innern 

von AB von A nach B, so durchläuft das Verhältnis 

A P : B P, es sei — A, alle Werte von bis — oo und hat 
bei M den Wert — 1; so dafs zu jeder Lage von P Ein 
Wert des k gehört und zu jedem Wert des l Eine Lage 
von P. Die erste Behauptung stützt sich auf den Satz: Je 
zwei Längen haben zu einander ein bestimmtes Verhältnis,, 
ein Satz, der bekanntlich die Einttthrung der Reihenzahlen 
zur Voraussetzung hat; die zweite darauf, dafs aus der 
Relation Xp — Xj = — A (Xp — x^) sich ergiebt 

8) xp=^^ + ^^ 



1 + A ' 
also — = T— F— T =1 — ■. ■ o > iMid da k nicht < 0. 

x^ — Xj 1 + ;i i-\-v 

Xp — x^ nicht >> Xg — x^ und vom gleichen Zeichen, d. h. 
A P gleichgerichtet A B und P nicht aufserhalb A B. 

Aufgabe 5. P aus 8) zu bestimmen, 1) wenn X = 0^ 
2) wenn l = 1, 3) wenn A ==r oo . 

Liegt der Teilpunkt aufserhalb AB, zum Unterschied 

Q { Xq genannt, so sind ÄTQ und B Q gleichgerichtet, ihr 
Verhältnis ist nicht <0, es sei A, so ergiebt 

^IZZ^ = l für Xq 



Xq X^ 
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9) 

daraus ^^— 


-^ 

-^ 


Xj — A, Xg 
^ 1 A 

^ 1 . 
1 l 



= 1 + 



l_i - ' ;l— 1 

Hieraus folgt: So lange k zwischen oo und 1, sind 
Xq — Xj und Xg — Xj von einerlei Zeichen und Xq — Xj^ 

gröfser x^ — x^, d. h. Q aufserhalb A B und zwischen B 
und 2] bewegt sich X zwischen 1 und 0, so sind Xq — x^ 
und Xg — Xj von entgegengesetzten Zeichen, d. h. Q bewegt 

sich von S2 nach A, im Sinne von A B. 

Aufgabe 6. Wo liegt Q, wenn A = l, wenn A=0, 
wenn A := oo ? 

Die Gleichungen 8 und 9) lassen sich in eine zu- 
sammenziehen, wenn wir l alle Werte von — oo bis -|- oo 
annehmen lassen, wir erhalten dann allgemein für den 

Punkt T, der die Strecke AB im Verhältnis l teilt, d. h. 

so, dafs ÄrT:BT = A, 

Xi — Ax^ 



10) xt = 



1 — ;i 



Diese Gleichung bestimmt mittelst der Werte des 

„Parameters" A, wenn die festen Punkte A { x^ undB { x^ 
gegeben sind, die Punkte der Achse eindeutig. 

Von 2 Punkten, wie P und Q in 8 und 9), welche 
sich nur durch das Vorzeichen des Parameters unterscheiden, 

sagt man, dafs sie die Strecke AB harmonisch teilen, 
und wir haben als definierende Gleichung 



11) £?^ I 4^=0. 

BP BQ 

Aus 11) folgt durch Umkehr der Brüche, dafs P und Q 

auch die Strecke BA harmonisch teilen, man sagt daher 
P und Q sind den Punkten A und B harmonisch zu- 
geordnet. Die harmonische Beziehung ist als Streckenrelation 
invariant, und durch AB und P ist Q und durch AB und 
Q ist P bestimmt. 

Aufgabe 7. Wo liegt P, wenn Q ^ .0 (das Zeichen ^ 
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ist Identitätszeichen), wo liegt Q, wenn P { — ^^ — —, wo P, 

5 • 

wenn Q | 3 x^ — 2 x^ ? 

Aufgabe 8. Wo liegt P, wenn Q^B, wo Q, wenn 
P^A? 

Da, die Ausnahmefalle in Aufgabe 8 abgerechnet, P 
innerhalb A B und Q aufserhalb liegt, so sagt man, A und B 
werden durch P und Q harmonisch getrennt und nimmt 
auch, wenn P und Q mit A bezw. B zusammenfallen (Auf- 
gabe 8), noch diese Trennung an. 

p A PB 

Da aus 11) die Gleichung -r==^ -{- -=:^ = folgt, so 

QA QB 

gilt der Satz: 

Werden A und B durch P und Q harmonisch 
getrennt, so werden auch P und Q durch A und B 
harmonisch getrennt. 

Man sagt daher, die 4 Punkte bilden ein harmonisches 
(Punkt-)System und schreibt: [AB, PQ]. 

Aufgabe 9. Die bisherigen Sätze über die harmo- 
nische Teilung mittelst des Symbols [A B, P Q] auszudrücken. 

Aufga_be 10. Wenn AB durch P und Q in den Ver- 
hältnissen + l geteilt wird, in welchem Verhältnis wird 

FÄ geteUt ? — [qp 1] — 



Aufgabe 11. In welchem Verhältnis wird PQ durch 
A und B geteilt? 

[Da nach den Ausführungen zu 8) und 9) A P = v 

>L X 

y l X 

so findet man H — 7 = + z — r—r == + A^l« 

— V 1 -\- l 

Aus Aufgabe 11 folgt sofort 

9a) X. = Vi — - ; x« = -^ — ^— ^• 

Eliminiert man aus 8 und 9 A, bezw. aus den beiden 
Gleichungen 9 a) /u, oder noch einfacher, schaflt man in 11) 

die Nenner fort, so ergiebt sich, da z. B. AQ^Xq — Xj, 
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12) (X, + Xj (Xp + Xq) = 2 (X, X3 + Xp Xq). 

Aufgabe 12. Es sollen aus 12) die Gleichungen 11), 
8 nnd 9, 9 a hergeleitet werden. — 

Die Relation 12) kann als definierende Gleichung des 
harmonischen Systems dienen; sie ist, da sie nur auf 
Streckenrelationen beruht, invariant, und zeigt durch ihre 
Symmetrie sofort, dafs A und B unter sich, P und Q unter 
sich und das Paar A|B mit dem Paar P|Q vertauscht werden 
können. Da 12) vom ersten Grade in Bezug auf die Abscisse 
jedes Punktes, so folgt auch aus 12), dafs durch ein Paar 
und den 3. Punkt der 4. bestimmt ist. Man nennt die 
Punkte eines Paares: zugeordnete oder konjugierte. 
Wenn die Art der Zuor&ung feststeht, ist also durch 
3 Punkte eines harmonischen Systems der 4. 
bestimmt. 

Aufgabe 13. Wie viel harmonische Systeme lassen 
sich aus 3 gegebenen Punkten A, B, P bilden? 

Aufgabe 14. Es soll die Invarianz von 12) durch die 
Transformationsgleichungen 6) erwiesen werden. 

Die Relation 11) läfst sich umformen; aus ihr folgt 
(wir lassen das Streckenzeichen flir die Rechnung weg): 

-^P __ PB __ AB (Benutzung von 5a und des Satzes: 
AQ BQ AQ + BQ sind 2 Brüche gleich etc.) 

Ap p"D AP Pf) 

AQ-f BQ = AQ + QB + 2BQ = AB + 2BQ = .2(MB 
-|- BQ), wenn M die Mitte von AB, also (5a) = 2 M Q. Ähnlich 
wird gezeigt, dafs AP=:PB = 2MP und somit ergiebt sich 
aus 11) die wichtige, mit 11) äquivalente Relation 



13) AM^ = MP.MQ=:BM^ 

Aus 13) ergiebt sich, was allerdings auch durch die 
Betrachtung, dafs -|- A und — l denselben absoluten Betrag 
haben, erwiesen werden kann, dafs, so lange A und B reelle 
Punkte, P und Q stets an derselben Seite von M 
liegen. 

Aus 13) folgt in bekannter Weise mittelst der Satz- 
gruppe des Pythagoras die Konstruktion des 4. harmonischen 
Punktes. 
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§ 5. Die Involution. 

Die Gesamtheit der Punktepaare P und Q, welche zu 
den festen Punkten A und 6 harmonisch sind, bilden eine 
Involution. Die Zuordnung ist eine gegenseitige, da, wenn 
Q der korrespondierende von P ist, P wieder der kor- 
respondierende von Q ist. Die Punkte A und B heifsen die 
Doppelpunkte oder Hauptpunkte oder Asymptoten- 
punkte der Involution; die Mitte M von AB heifst der 
Mittelpunkt oder das Centrum oder der Kern, AM^ = p 
= BM^ die Potenz der Involution. 



Wenn A und B reelle Punkte sind, ist AM^ positiv; 
die Involution heifst in diesem Fall hyperbolisch (Grund 
dieser Bezeichnung wird erst später verständlich); jedes 
Punktepaar wird durch die Doppelpunkte harmonisch ge- 
trennt. Sind P und Q ein Paar, P' und Q' ein zweites, 



I > I 



q' B P' M p'p ji (i q; 

Fig. 4. 

so liegen die Strecken P'Q' und PQ entweder ganz aus- 
einander, oder ganz ineinander (Fig. 4), in jedem Doppel- 
punkt fällt ein Paar entsprechende Punkte zu- 
sammen, es giebt kein Paar der Involution ange- 
hörigerPunkte,welche ein anderes harmonisch trennt. 

Aufgabe 1. Es soll die Involution ÄM^^ 36 =MP.MQ 
untersucht und graphisch durch möglichst viel Punktepaare 
dargestellt werden, wenn M gegeben ist; desgleichen wenn 
AM^ = 10, und allgemein wenn p = a^ ist, wo a als Mafs- 
zahl bezw. Länge gegeben ist. 

Die Gleichungen 8 und 9) bestimmen, wenn x^ und x^ 
die Hauptpunkte darstellen, zu jedem P sein Q und v. v.; 
sie zeigen, dafs zur Bestimmung der Doppelpunkte zwei 
Punktepaare der Involution gegeben sein müssen; diese 
Paare P|Q und P'|Q' sind beliebig bis auf die Beschränkung, 
dafs das eine Paar nicht durch beide Punkte des andern 
Paares getrennt wird (in dem Sinne, wie bei der harmo- 
nischen Trennung, d. h. so, dafs der eine Punkt des zweiten 

Paares die endliche Strecke P Q trennt und der andere 
den unendlichen Weg von Q über 2 nach P). 



14 !• Koordinaten nnd Punkt. 

Die geometrische Eonstmktion ist bekannt, entweder, 
indem man über P Q' und P' Q Kreisbogen, die den gleichen 
Peripheriewinkel fassen, schlägt, oder mittelst des Potenz- 
satzes. Die geometrische Konstruktion liefert auch direkt 
die Beschränkung in der Lage der Punktepaare, da- 
gegen ist der Beweis der Eindeutigkeit umständlich. Für ' 
die arithmetische Bestimmung ist es bequem, von 12) aus- 
zugehen, da dann l und A' schon „eliminiert" sind. Wir 

haben dann, wenn — (x^ -|- x^) und x^ x^ als Unbekannte 
u und V eingeführt werden, 

12a) ^^ Xq— n(Xp + Xci) + v = 

^P^ Xq^ — U (Xp^ + Xq J + V = 0. 

Diese Gleichungen bestimmen im allgemeinen u und v, 
und damit x^ und x^ als die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

14) x^ — 2ux-fv = 0. 

Aufgabe 2. 12a) nach u und y aufzulösen. 

Aufgabe 3. Bestimme die Lage der Doppelpunkte, 
wenn Xp Xq^ Xp^ Xg^ und Xp -|- Xq = Xp^ -)- Xq^ , d. h. die 

Strecken P Q und P' Q' denselben Mittelpunkt C haben. 

Das Eesultat ist geometrisch evident, es sind dann alle 
Punktepaare von C, dem einen Doppelpunkt gleichweit ent- 
fernt und der andere ist J2; die Rechnung ist im wesent- 
lichen dieselbe wie § 2 im Falle a = o. 

Aufgabe 4. Wie ist der Fall XpXq = Xp^Xqj, Xp-]-Xq 

:?tXpj-|-Xq^ zu dcutCU? 

Aufgabe 5. Und wie der Fall Xp Xq = Xp^Xq^, Xp -j-Xq 

= Xp, + Xq, ? 

Aufgabe 6. Die Beschränkung in der Lage der Punkte- 
paare P|Q und P'|Q' aus der Gleichung 14) nachzuweisen. 
Der Nachweis ist einfach, sobald man die Invarianz der 
Belationen 12) und 12 a) benutzt, und den Anfangspunkt in 

die Mitte von PQ verlegt, so dafs Xp-]-Xq = 0; man kann 
dann noch festsetzen, dafs Xq = | Xq | , d. h. seinem absoluten 
Betrage gleich oder positiv ist. Die Bedingung der Realität 
der Wurzeln von 14) u® ^ v, führt dann sofort auf 
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Xq^ (Xq^ — Xp?) '^ Xq? (Xq^ — Xp?) , worEus sich die zu er- 
weisende BescEränkung mühelos ergiebt. 

Aufgabe 7. Die Bedeutung von u für die Involution 
anzugeben. 

Aufgabe 8. Die Bedeutung derDiscriminanteD=u^ — v 
ftlr die lavolution anzugeben. 

Es liegt nahe, die Beschränkung in der Lage der Punkte- 
paare P|Q und P'|Q' fallen zu lassen; das kommt rechnerisch 
darauf hinaus, wenn man vom Fall D = zunächst absieht, 
negative Werte von D zuzulassen, wobei sich dann, vgl. § 2, 
ein komplex konjugiertes Punktepaar für die Haupt- 
punkte A und B ergiebt. Da D die Potenz der Involution 
isty so ist diese Erweiterung identisch mit der Zulassung 
von Involutionen mit negativer Potenz, wie schon daraus 
hervorgeht, dafs, wenn x^ = a — bi, X2 = a-|-bi, sich 

D= ^^' ~ ^^^' = AM" = BM^ = — h% also generaliter < 
4 

ergiebt. 

Da der Punkt M | u | ^ T"^ j a ein bestimmter reeller 

Punkt bleibt, auch wenn x^ und x, konjugiert komplexe 
Punkte sind, so sieht man, dafs die Einführung imagi- 
närer Punkte in die Geometrie identisch ist mit 
der Involution von negativer Potenz (vgl. August, 
Untersuchungen über das Imaginäre in der Geometrie, 
Berlin 1872, Progr.}. Diese Involution, charakterisiert durch 
die Gleichung 

MP.MQ = — b^ 

heifst elliptische (Grund der Bezeichnung wird erst später 
verständlich). Während bei der Hyperbolischen je zwei 
korrespondierende Punkte an derselben Seite des Centrums 
liegen, liegen sie bei der Elliptischen an verschiedenen 
Seiten. Sind P|Q und P'|Q' zwei Punktepaare, so müssen P 
und Q durch P' und Q' in dem oben angegebenen Sinne 
getrennt werden, so dafs die Strecken P Q (das Wort im 
gewöhnlichen Sinne genommen) und P' Q' in einander greifen. 
Die geometrische Konstruktion ergiebt sich durch den Höhen- 
satz der Pythagorasgruppe wie folgt. 
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Die Halbkreise über P Q und P' Q' (Fig. 5) nach oben 
schneiden sich wegen der Lagenbedingnng in N, das Lot 
yon N auf die Achse trifft in M; |MN| = b, dann ist 
M P . M Q = MP' . MQ' = — b^ und man erhält zu jedem 
Punkt ß den korrespondierenden S, indem man SN senk- 
recht E N zieht. Die Winkelhalbierende der Winkel, welche 
K N und S N als gerade Linien einschHefsen, treflFen dann die 
Achse in R' und S' und da sie ebenfalls auf einander senk- 
recht stehen, so gehören sie der Involution an und trennen 
nach dem Satze über die Winkelhalbierende das Punkte- 
paar B|S harmonisch, also: 




Fig. 6. 

Bei der Elliptischen Involution gehört zu jedem 
Punktepaar Ein zweites deraelben Involution, welche 
sich gegenseitig harmonisch trennen. 

Aufgabe 9. Diesen Satz durch Rechnung zu erweisen. 

Aufgabe 10. Die Involution MP.lirQ = — 36 
graphisch darzustellen mittelst Rechnung; wählt man M zum 

Nullpunkt oder Ursprung, so bilden P | — 4 ; Q | + 9 ein Paar, 
es soll das harmonische bereohnet werden. 

Durch halbe Umdrehung der Achse gehen die Elliptische 
Involution und die Hyperbolische in einander über. Die 
Punkte A und B, welche von M die Entfernung b haben, 
werden die Doppelpunkte der Hyperbolischen Involution 
MP.MQ = b^ 

Aufgabe 11. Welche Koordinaten haben A und B 

der Elliptischen Involution, wenn Mj a ist? 

Man sieht, wie eng der Punkt N, der im wesent- 
lichen die Involution der komplexen Doppelpunkte bestimmt, 
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mit der in der Arithmetik gebräuchlichen Darstellung 
komplexer Zahlen zusammenhängt (August 1. c). 

Man betrachtet nun auch den Fall D = 0, die quadra- 
tische Gleichung 14) reduziert sich in diesem Falle auf 
(x — u)^ = 0, D die Potenz der Involution ist 0; beide 
Doppelpunkte fallen in den Mittelpunkt zusammen; diese 
Involution, dargestellt durch die Gleichung 



BP.MQ = 

heifst parabolische, der eine Punkt jedes Paares ist M 
selbst, der andere jeder beliebige andere Punkt der Achse. 

Wir sehen: Jede quadratische Gleichung liefert 
ein Punktepaar, reell, komplex-konjugiert, zu- 
sammenfallend, welches als die Doppelpunkte einer 
bestimmten Involution angesehen werden kann, 
die Involution ist im ersten Falle hyperbolisch, 
im zweiten elliptisch, im dritten parabolisch. 

Aufgabe 12. Welche Involution bestimmt die un- 
eigentlich quadratische Gleichung 

0x2 + 2ax+*b = 0! 

Vgl. Aufgabe 3. 



§ 6. Die Desargnesschen Relationen. 

Man betrachtet drei Punktepaare derselben Involution 
PilQi» PäIQ«» PsIQs oder der Übersichtlichkeit halber 1|1', 
2|2', 3|3'; das Streckenzeichen lassen wir weg, bemerken 
nur, dafs eine Umkehr in der Reihenfolge einer Multiplikation 
mit — 1 entspricht, zwei Umkehrungen also dem Faktor -f- 1. 

Es ist M 1 . M 1' = M 2 . M 2' = M 3 . M 3' = p; hieraus 

D . 1' 2' 
ergiebt sich 12 = 1M4-M2= ^,' ,, ^, , und ebenso (da 

' 1 M . M 2 

jedes Paar in sich vertauschbar) 12' = jTjj;^, VYÄ^ 

^"^^^Wr^VsTrW' ^^ ** ^^^^^ ^^^ ^^ ^^^^^ 

angesehen werden kann, so ergeben sich die 3 Desargnes- 
schen Belationen: 

Simon, Geometrie der Ebene. 2 
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12.12' 13.13' 23.23' 21.21' 



15) 



1'2.1'2' 1'3.1'3" 2'3.2'3' 2'1.2'1" 
31.31' 32.32' 



t r\f 



3'1.3'1' 3'2.3'2 



Aufgabe 1. Aus den Desarguesschen Relationen 
nachzuweisen, dafs 3|3' ein Paar der durch l|r und 2|2' 
bestimmten Involution ist. 

Aufgabe 2. Aus Kombination zweier von den drei 
Relationen die Gleichung abzuleiten: 

12'.23'.31' _ (Desarguessche Relation 

^^) r2.2'3.3'l -~^' 2. Art.) 

Aufgabe 3. Aus 16) durch Vertauschung der Punkte 
eines Paares die 3 zugehörigen Gleichungen 16 a), 16 b), 16 c) 
aufzustellen. 

Aufgabe 4. Wie gestalten sich die Relationen 15), 
wenn (ellipt. Invol.) 1|1' durch 2|2' harmonisch getrennt wird. 

Die beiden Punktepaare, welche durch ihre Lage die 
Involution bestimmen, können je durch eine quadratische 
Gleichung (bei gegebenem 0) gegeben werden. 

Aufgabe 5. Bestimme die Involution, welche durch 
die beiden Punktepaare gegeben sind: 

x2 _ 44x + 259 = 0; x^ — 30x + 189. 

Aufgabe 6. Die Involution aus den Gleichungen 

x2 + 42x — 184 = 0; x^ — 6x — 40 = 0. 
Aufgabe 7. Die Involution aus den Gleichungen 

X« — 17x+70 = 0; X«— 19x + 84 = 0. 

Aufgabe 8. Durch Rechnung zu beweisen: Eine 
Involution ist parabolisch, sobald demselben Punkt zwei 
verschiedene Punkte gepaart sind. 

Aufg. 2 S. 14 ergiebt g { M = ^pX^ — Xp>x^> — ^ ^ 

^ 6 bl Xp + Xei — (Xp' + XqO 



V = Xj Xg = 



Xp Xq (Xp' -|- Xq') Xp' Xq' (Xp -f- Xq) 



Xp + Xq — (Xp'+ XqO 

Ist z. B. Xp^Xp', so ist | = Xp, v = Xp^ 
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Aufgabe 9. Die Involution aas den allgemeinen 
quadratischen Gleichungen f (x) = x® — b x -|- c = ; 

f/)(x) = x2 — b'x + c' = 0. 

[Es ist (vgl. Arithmetik, § 27, S. 155) b = Xp -f Xq und 

C = Xp Xq.J 

( ^ i c — c' , c b' — c' b 

^ < ^i ^ = b — V v = x,Xa== ^_^, aus 



C §h -\-Y = __ Xp' Xq' g (Xp- -f- Xq') + Xj X 



2 



C'--gb'+v'=0^ Xp Xq— §(Xp +Xq) + Xj^X2' 
folglich auch Xp Xq + / Xp- Xq- § (Xp + Xq + ^ (Xp' + Xq')) 

+ x,X3(l + A) = 0, 
d. h. aber: Jedes Punktepaar, bestimmt durch die Gleichungen 

Xa + Xb = XpXq-|- Xp-Xq- . ^^_|_ ^^ ^ ^^ _j_ ^^ -j- A (Xp' + Xq'), 

gehört der Involution an; d. h. aber 

Jedes Punktepaar aus f(x)+Ay(x) = gehört der 

Involution an. 

Die Doppelpunkte entsprechen den beiden Werten 
des A, für welche das von f{x)-\-X(p{x) = dargestellte 
Paar zum Doppelpunkt (§ 4) wird. 

Aufgabe 10. Welchem Wert des k entspricht das 
Paar M | ^? 

Das Punktepaar PjQ entspricht dem Wert 1^0, das 
Punktepaar P'|Q' soll dem Wert A = oo entsprechen. (Die 
Berechtigung zu letzterer Festsetzung liegt darin, dafs, 
wenn X immer gröfser und gröfser wird, der Einflufs von 
f(x)mehr und mehr abnimmt.) Demnach genügtauch jedes 
Punktepaar der Involution der Gleichung f (x) -f- A qp (x) = 0. 

Aufgabe 11. Die Bedingung, dafs die Involution 
parabolisch, soll aus der, dafs f(x) undqp(x) einen gemein- 
samen Faktor ersten Grades haben, abgeleitet werden. 

Aufgabe 12. Wo liegt M, wenn c = c', und welche 
Potenz hat die Involution, und wann ist sie hyperbolisch, 
wann elliptisch, wann parabolisch? 

Da im Falle c = c', f (x) + A qp (x) sich auf die Form 
x^— jtix-|-c = bringen läfst, so haben wir den Satz: 

2* 
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Jede quadratische Gleichung x* — //x-|-c = 
mit veränderlichem Koeffizienten des zweiten 
Gliedes stellt eine Involution dar, deren Centrum 
im Nullpunkt und deren Potenz gleich c ist. 

Aufgabe 13. Den Fall b = V zu untersuchen. [Eine 
quadratische Gleichung mit veränderlichem konstanten Glied 
bestimmt eine Involution.] 

Aufgabe 14. Aus der definierenden Gleichung 
Xp Xq — § (Xp -f- Xq) -|- Xj Xg = für dcu Fall, dafs einer der 
Doppelpunkte zum Nullpunkt gewählt wird, den Satz ab- 
zuleiten: Das harmonische Mittel aus den Abscissen 
jedes Punktepaares ist konstant. 

Die hyperbolische Involution wird also durch den 
sphärischen Hohlspiegel objektiviert. 

Es sei für diesen Abschnitt verwiesen auf das sehr 
beachtenswerte Programm von A. L e m a n , Mülhausen, 
No. 552, 1898. 



n. Abschnitt. 



Ortsbestimmung der Punkte der Ebene. 



§ 7. Das Parallelkoordinatensy stein. 

Statt von einer Geraden als Achse geht man von zwei 
sich schneidenden Geraden aus, wählt ihren Schnittpunkt 
als Nullpunkt oder Ursprung und bestimmt auf jeder Achse 
die Punkte auf die in § 1 gegebene Weise, bei gemein- 
samer Längeneinheit. Zum Unterschied bezeichnet man die 
Abscissen auf der zweiten Achse mit dem allgemeinen Buch- 
staben y, nennt sie Ordinaten (oder Applicaten), und 
unterscheidet die zweite Achse selbst als Ordinaten oder 
Y-Achse, von der eröten der Abscissen- oder X-Achse. 
Dann bestimmt nach dem Parallelenaxiom jede Abscisse 
die Parallele zur Ordinatenachse, welche man durch den zu 
ihr gehörigen Punkt ziehen kann und jede Ordinate die 
Parallele zur Abscissenachse durch ihren Punkt Durch 
Abscisse und Ordinate sind dann beide Parallelen bestimmt 
und damit zugleich die Lage ihres Schnittpunkts P. Da 
umgekehrt jeder Punkt P der Ebene durch seine Lage 
Abscisse und Ordinate bestimmt, so sind Abscisse und 
Ordinate Koordinaten des Punktes P im Sinne der 
Definition § 1. Da (Fig. 6, folg. S.) Abscisse und Ordinate, 
weil Parallelen zwischen Parallelen gleich sind, auch auf den 
Parallelen zu den Achsen durch P selbst ermessen werden 
können, so nennt man häufig diese Strecken auf den 
Parallelen selbst Abscisse und Ordinate; insbesondere häufig 
ist die Bezeichnung „Ordinate" für die Parallele zur Y-Achse 
von P bis an die X-Achse. Ist die Abscisse des Punktes P 
etwa gleich 3 und die Ordinate gleich 5, so schreibt man 
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P j (3, 5), Punkt P ist äquivalent x = 3, y = 5 oder kürzer 
P = (3, 5), sagt P ist der Punkt 3, 5 ; stets bezieht sich 
die zu erst genannte Zahl auf die Abseisse, die zu zweit 
genannte auf die Ordinate. 

Aufgabe 1. Wo liegt Punkt x = 0, y=0, kürzer: 
0, 0? wo Punkt 0,2, 0,3; wo die Punkte, für welche x = 0? 

Aufgabe 2. Welche Ordinate haben die Punkte der 
Abscissenaxe ? 

Die Konfiguration beider Achsen heifst Koordinaten- 
system oder Achsensystem, spezieller: Parallel- 
Koordinatensystem und die auf sie bezogenen Ko- 




Fig. 6. 

ordinaten: Parallelkoordinaten. Der Winkel zwischen 
den positiven Zweigen der Achsen heifst Koordinaten- 
winkel, und zwar denkt man ihn dadurch wieder erzeugt, 
dafs sich der positive Zweig der Abscissen oder X-Achse 
um entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers dreht, bis 
er mit dem positiven Zweig (Strahl) der Ordinaten- oder 
Y-Achse zusammenfallt. Diese Art der Drehung: entgegen- 
gesetzt dem Sinne des Uhrzeigers heifst positive. Der 
Koordinatenwinkel wird mit w bezeichnet; ist w ungleich 
90^, so heifst das System ein schiefes, ist w = 90^, so 
heifst es rechtwinklig oder orthogonal auch nach 
Descartes oder Cartesius, der 1637 in „La göometrie" das 
erste Werk über analyt. Geometrie der Ebene publizierte, 
Gartesianisch. Man nimmt 90^ als Maximum für w. 
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Meist zeichnet man die erste oder Abscissen - Achse X 
horizontal und ihren positiven Zweig -f" ^ ii^ich rechts 
(Fig. 6), und den positiven Zweig -|- Y der Ordinaten- Achse Y 
nach oben ; ist w = 90, und ist -f- X horizontal nach rechts, 
so geht -|-Y vertikal nach oben. Diese Festsetzung ist 
aber keineswegs bindend, an und für sich ist das Achsen- 
system betreffs seiner Lage in der Ebene keiner Beschränkung 
unterworfen. Die Achsen teilen die Ebene in 4 Teile, bei 
rechtwinkligem System sind die Teile gleich, also Quadranten, 
der Teil zwischen -{- X und -|- Y ist No. I, zwischen -f- Y 
und — X ist II, zwischen — X und — Y liegt III, zwischen 
— Y und + X ist IV. 

Aufgabe 3. Welche Zeichen haben die Koordinaten 
in I, welche in II, lU, IV? 

Aufgabe 4. In welchem Teil der Ebene liegen die 
Punkte x>0, y<0 und x<0, y>0? 

Aufgabe 5. Die Koordinaten der Punkte P^, P^, P3, 
P^ der Fig 6 stimmen worin überein? 

Aufgabe 6. Konstruiere die Punkte x = 1, y=:2, 5; 
x=:l,y = 3; x = l,y = 5; x==l,y=8; x=l, y = — 3. 

Aufgabe 7. Wo liegen alle Punkte, für welche x = 1? 
Wo die Punkte, für welche y = 3 ? 

Aufgabe 8. Wo liegen die Punkte x = 1, y = l; 
x = 2,y = 2; x = 3,4, y = 3,4; x = 5, y=:5;x = — 1, 

y==-i? 

Aufgabe 9. Wo liegen die Punkte, für welche 

x = — 1, y = — 2;x = — l,y = — 3^x = ~l, x = 4? 
(Statt — a kürzer a'.) 

Aufgabe 10. Wo liegen die Punkte, für welche x = y? 

Aufgabe 11. Konstruiere x = 1, y = 1'; x= 2, 
y = 2'; x = 3', y = 3; x = 5', y = 5. 

Aufgabe 12. Wo liegen die Punkte, tür welche 

x + y = 0? 

§ 8. Polarkoordinaten. 

Durch einen Punkt 0, den Nullpunkt oder Pol 
(griechisch, so viel wie Drehpunkt) zieht man einen Strahl, 
(Fig. 7) die Polarachse (auch einfach Achse), dann 
bestimmt irgend ein Punkt P durch seine Lage die Länge 
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von OP und den Winkel AOP zwischen der Achse OA 
und OP, wenn dieser durch Drehung von OA nach OP 
im positiven Sinne erzeugt wird. Die positive Drehung 
wird, wenn nichts besonders festgesetzt wird, stets voraus- 
gesetzt, so dafs z. B. AOP und P A zusammen 4 Rechte 
betragen. Läfst man zu, dafs der sich drehende Strahl die 
Ebene beliebig oft bedeckt, so ist Winkel AOP durch die 
Lage von P nur bis auf beliebige Vielfache von 4 Rechten 
bestimmt. Der Strahl OP heifst Leitstrahl oderRadius- 
vector, auch blofs Radius oder blofs Vector des Punktes P, 
und ebenso wird die Mafszahl seiner Länge genannt 




Fig. 7. 

und beides mit r bezeichnet. Der Winkel AOP wird 
nicht in Grad, sondern in Bogenmafs oder richtiger 
in Zahlenmafs gemessen. 

[Erklärung von Bogenmafs: Der Winkel verhält 
sich zur Ebene, wie jeder Bogen zwischen seinen Schenkeln, 
dessen Centrum im Scheitel liegt, zu seinem Vollkreis, also, 

wenn w das Gradmafs des Winkels, -z^ = — , wo b 

360 2 r TT ' 

der Bogen, r der Radius, n die Ludolpsche Zahl 3, 1415926. 

Es folgt — =w--——. Die Zahl — ist das Bogenmafs 
r ^ 180 r ® 

oder Zahlenmafs des Winkels und wird mit arcus (p (arc y) 

bezeichnet. Man geht also vom Gradmafs zum Bogenmafs 
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^ 

des Winkels über, indem man die Gradzahl mit mul- 

loU 

tipliziert, und umgekehrt vom Bogenmäfs zum Gradmafs, 

180 
indem man das Bogenmäfs mit multipliziert. Dabei ist 

1 1 ^ 

für jede Minute -z;^ , für jede Sekunde ^^ ^^ zu setzen, 

oO 60 . oO 

so dafs also ein Winkel von 20^ 19' 3" die Gradzahl 

19 3 

(p= 20 A- wK-\- .»r. /»/^ hat, dem rechten Winkel entspricht 
60 oO . 60 

^ 

im Zahlenmafs — , dem flachen (gestreckten) Winkel: 7t.] 

Der im Bogenmäfs gemessene Winkel A P wird meist 
mit ^ bezeichnet und heifst: Phase, Amplitude, 
ßichtungsbogen des Punktes P. Die letztere Be- 
zeichnung erklärt sich dadurch, dafs, wenn man in der 

Proportion — = ^ für r die Längeneinheit wählt, — oder 

arc q) die Mafszahl des zum Centri^vinkel von cp^ gehörigen 
Bogens im Kreise mit dem Radius 1 ist, und daher mit 
diesem Bogen identifiziert wird. 

Wie der Punkt P durch seine Lage r und ^, — letzteres 
abgesehen von Vielfachen von 2 yr — bestimmt, so bestimmen 
r und 1^ durch ihre Werte den Punkt P, sie sind daher 
nach der Definition in § 1 Koordinaten und heifsen: Polar- 
koordinaten. 

In der Figur 7 ist der Deutlichkeit halber als Längen- 
einheit das Centimeter für den Richtungskreis und damit 
für die V.ectoren gewählt. 

Aufgabe 1. Bestimme durch Abmessung die Polar- 
koordinaten von P. 

Aufgabe 2. Wenn P j x, y | r, ^, welche Polarkoordi- 
naten hat P' j x'y'? 

Aufgabe 3. Welchen Wert hat r für alle Punkte des 
Richtungskreises ? 

Aufgabe 4. Wo liegen alle Punkte für die r den- 
selben Wert, z. B. 3, hat (r = 3)? 

7t 

Aufgabe 5. Wo liegen die Punkte ^ = — ? 

ö 
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Da ein Punkt und seine Koordinaten äquiralent sind, 
d. 1l sieb gegenseitig bestimmen, so müssen die Parallel- und 
Polarkoordinaten desselben Punktes P sieh gegenseitig be- 
stimmen. Bei gemeinsamem 0, gemeinsamem Längenmafs, nnd 
wenn — X zugleich die Polaraehse ist, ist nach dem Sinussatz 

r sin f w — ^ ) r sin i^ 

1) x = ; 



sin w ' sin w 



Aufgabe 6. Bestimme, wenn P | x,y ist, r nnd 0-. 

fCosinnssatz, separierte Tangentenformel, bezw. sepa- 
rierter Tangentialsatz.) 

Zn bemerken ist, dafs ans der Bestimmung über den 
Drehnngssinn von %> folgt, dafs sin & das Zeichen von j 
hat, so daÜB, wenn y >> für ^ (abgesehen von Vielfachen 
von 2 7t) nur der Bogen < tt, nnd wemi y <C für -9- nur 
Bogen >^ genommen werden darf. 

Aufgabe 7. Beispiele zu 1) 

7t , TT 27t 7t 

Aufgabe 8. Beispiele sni Aufgabe 6: x=;10, y = 5, 
w = |- (bez. 60«), X = 10', y = 5', w = |-. 

Aufgabe 9. Wie vereinfachen sieh die Formeln 1), 

7t 

wenn w = 90^ bezw. — , und desgl. die Formeln der Auf- 

gäbe 6. — [r = Vy' + ^', tg^ = tgy =-^]. 

Während das Parallelkoordinatensystem ein gradliniges 
ist, ist das Polarkoordinatensystem ein gemischtliniges, da 
r Strecke und ^^ Kreisbogen. (Es ist ein durchgehender 
Gebrauch, die Gröfsen und ihre Mafszahlen zu identifizieren.) 
Man kann auch beide Koordinaten krummlinig wählen, doch 
ist das in der Ebene selten von Nutzen, wohl aber auf der 
Kugel und anderen krummen Flächen. Das Wesentliche 
jedes Koordinatensystems besteht darin, dafs man die 
Fläche mit 2 Scharen von Linien (also doppelt) tiberzieht, 
so dafs jede Schar für sich die Fläche ausfüllt, durch jeden 
Punkt, von Ausnahmen in einzelnen Punkten, wie z. B. den 
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Pol, abgesehen, von jeder Schar je Eine Linie geht, und 
jede Linie der einen Schar jede Linie der andern in Einem 
Punkt schneidet. So wird z. B. bei Parallelkoordinaten die 
Ebene mit den Parallelen zur X Achse und mit denen zur 
Y Achse tiberzogen, so wird bei Polarkoordinaten die Ebene 
mit den Strahlen, die von ausgehen, tiberzogen und ebenso 
mit den Kreisen die in ihr Centrum haben. 



§ 9. Punkte. 

Gegeben ein Parallelkoordinatensystem, Achsenwinkel w 
(Fig. 8). Sei A ein Punkt mit den Koordinaten x^ und y^, 

oder kurz sei A der Punkt (x^ |y,), sei B j (x^ | yg) ein 




Fig. 8. 

zweiter Punkt, dann ist sofort der Abstand d der Punkte 
A und B, die Länge (bezw. Mafszahl der Länge) der Strecke 

AB"'gegeben, sie ist als Mafszahl stets positiv bezw. nie 
negativ zu^nehmen. Der Cosinussatz giebt 

2) d^ = (X, - X,)« 4- (y. - yi)' 

+ 2 (Xj — Xi) (y, — ji) cos w 



und wenn w = 90* bezw. 



ft 



2 a) 



d=' = (x,-x,)« + (y,-y,r. 
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Ebenso ist der Winkel a bestimmt, den AB mit -f-^ 
bildet, d. h. also der Winkel, um den man den Parallelstrahl 
durch A zu -|- X positiv drehen mufs, damit er in die 

Richtung A B kommt. Der Sinussatz giebt 



2 b) 



sm a 



_ Ja— Ji . 



sin (w — a) x^ — Xj ' 

daraus bestimmt der Tangentialsatz x bis aufs Vielfache 
von 7t und die genaue Bestimmung erfolgt dadurch, dafs sin a 
das Zeichen von y^ — y^ hat. Ist w =: 90^, so geht 2 b) 
über in 



2 c) 



tga=^ 



X. 




Fig. 9. 

Aufgabe 1. Wie vereinfacht sich d, und welchen 
Wert hat a, 1) wenn y, = y^, und 2) wenn x^ = x^. 

Beispiel: j^=y^^ x^ = 13, X2 = 9; ?d, wennA|0|0, 
B 1 X I y. 

Aufgabe 2. w = 60^ A { (5 | 7), B \ (3 | 2), ? d, ? a. 

sin a — 5 5 

sin/? ~ ~^^ "^ T* 

Aufgabe 3. w = 60^ A { (3, 2), B { (8', 4), ? d, ? a. 
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Aufgabe 4. Wie ändern sich d und a, wenn man A 

und B vertauscht, d. h. also A j (Xg | y,), B | (x^ | yj setzt 

(d' = d, a' = a -^ 7t), 

Für den Inhalt J des Dreiecks OAB ergiebt sich 



3) J = 



g-smwCXjy^ — x^y^) 



Denn zieht man (Fig. 9) die Hülfslinie OM, so ist 2 A MAB 
= Parallelogramm MAFB, 2A0MB = Parallelogramm 
MBGH, 2A0AM = Parallelogramm K L A M, mithin 
2J=0LFG — 0KMH = Xiy2sinw — X2yiSinw = 
sin w (Xj y^ — x^ yj. 

Die senkrechten Striche der Formel 3, das Zeichen des 
„absoluten Betrags", rechtfertigen sich durch die Be- 
merkung, dafs, wenn man A und B vertauscht, die DiflFerenz 
das Zeichen wechselt, so dafs das Dreieck dann einen 
negativen Inhalt bekäme. Es liefsen sich nun Festsetzungen 
treffen, um auch einen negativen Flächeninhalt geometrisch 
zu deuten, doch ist es bequemer, den Inhalt stets dem 
absoluten Betrag des Produktes gleichzusetzen, so dafs 
OAB und OBA gleichen Inhalt haben. 

Aufgabe 5. Wenn w = 90*^, A ! x|y und Dreieck OAB 
gleichseitig, die Koordinaten von B zu bestimmen und mittelst 
des aus 3) berechneten Inhalts zu verifizieren. 

(Resultat, wenn Bi,2 ftlr B^ oder B^ geschrieben wird: 

Aufgabe 5a. Wie 5, nur w = 60^; w = 45^. 

Aufgabe 6. Wie 5a, nur soll OAB rechtwinklig- 
gleichschenklig sein. 



(Bi. ^[\i^± y) 



g- (y + X) . . .)• 



Aufgabe 6a. Wie 6, nur w = 60*'; w = w". 

Aufgabe 7. Satz von Stewart. Wenn A,B, C drei 
Punkte Einer Geraden, und D beliebig, so ist 



AD*.BC + BD«CA + CD^AB + AB.BC.CD = 0. 
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(Man wähle die Gerade zur x-Aehse, nnd y senkrecht 
dazu, vgl. Abschn. I, Aufgabe 4, S. 7.) 

Die Ortsbestimmung des Punktes durch Parallel- 
koordinaten kann auch aufgefafst werden als Bestimmung 
des Punktes dadurch, dafs man ihn auf je eine Achse 
mittelst Parallelstrahlen zur andern Achse projiziert. Be- 
zeichnet man (Fig. 10) die Projektionen des Punktes A mit 

Ax bezw. Ay und ist A{xa|y», so ist Ax{xa|0 und AyjOly». 

Ist B ein zweiter Punkt j Xb yb, so sind seine Projektionen 

auf die Achsen Bx |xb|0 und By) 0|yb. Die Strecke AxBi 
(vgl. § 3) ist die Projektion der Strecke AB auf die 

X-Achse, Ay By ihre Projektion auf die y- Achse. Die Pro- 
jektionen ändern sich nicht, wenn die Achsen parallel mit 



Fig. 10. 

sich verschoben werden. Zu gleichen und gleichgerichteten 
Strecken gehören gleiche und gleichgerichtete Projektionen. 

Ist der Winkel zwischen AB und -|-X gleich a (p ositive 

Drehung) und w = 90^, so ist Ax Bx = A B cos a, Bx Ax 

= B A cos a' = B A cos (2 tt — a) = B A cos or, also 

Ax Bx + Bx Ax = 0; allgemein ist (vgl. § 3) die Projektion 
jedes geschlossenen Streckenzugs auf jede Achse 
gleich bei beliebigem w. 

Ist P irgend ein Punkt auf der Geraden A B, der die 

Strecke AB innen oder aufsen im Verhältnis l teilt, wo l 
für innere Punkte (vgl. § 4) negativ und für äufsere positiv, 
so wird das Teilungsverhältnis durch die Parallelstrahlen 

auf die Projektionen übertragen, ist also AP:BP= A, so 

ist AxPx : Bx Px = Ay Py : By Py == A (Fig. 8) und somit 
nach § 4, 9: 
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und umgekehrt, wenn Xp und yp die durch 4) bestimmten 
Werte haben, ist PJXp|yp bestimmt als auf der Geraden 



AB liegend, und die Strecke AB im Verhältnis X 

teilend. Speziell haben wir für den Mittelpunkt M von AB, 
für den k = — 1 ist : 

A^\ ^ _ Xft -f Xb ^ _ ya + yb 

* aj Xra — ; y m — o 



und für den in der Richtung AB unendlich fernen Punkt 
^ab, für den A = 1, haben wir zwar Xö> und jco = w, aber 
das Verhältnis Xw : ja? sehen wir als bestimmt an und gleich 
Xa — Xb : y» — yb, indem wir annehmen, dafs l nicht gleich 
1 ist, sondern gleich 1 wird. 

Aufgabe 8. Bestimme den Mittelpunkt von B, Bg aus 
Aufgabe 6 und 6 a von B^B\ aus Aufgabe 6 und 6 a. 

Aufgabe 9. Bestimme den Endpunkt des ersten 
Drittels der Strecke AB durch seine Koordinaten und den 
entsprechenden Punkt der Strecke BA. 

Aufgabe 10. Wo liegt der Punkt j 2 x» — Xb', 2ya — yb? 

Aufgabe 11. Wo liegt der Punkt |—(Xa + Xb). . .? 

Aufgabe 12. Zu beweisen, dafs die Diagonalen jedes 
Parallelogramms sich gegenseitig halbieren. [Wenn AB CD 
ein Parallelogramm, die Aufeinanderfolge der Punkte so, 
dafs man beim Umgang von A nach B, von B nach C, 
C nach D, D nach A das Feld der Figur stets zur Linken 
hat, so ist, da zu gleichen und gleichgerichteten Strecken 
gleiche Projektionen gehören, x^ — ^i = ^3 — ^2 ? ^^^^ 
Xj -f- Xg = Xg -|- x^, desgleichen y, folglich haben die Mitten 
von A C und B D dieselben Koordinaten, sind also identisch.] 

Aufgabe 13. Ein Viereck ist ein Parallelogramm, 
wenn ein Paar Seiten gleich und parallel ist. 

[x^ — X, = Xg — Xg also Xg — Xj = Xg — x^, etc.] 

Aufgabe 14. In jedem Dreieck schneiden sich die 
3 Mittellinien (Schwerlinien, Medianen) in Einem Punkt, der 
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die Mittellinie von der Ecke aus im (innem oder negativen) 
Verhältnis —2:1 teUt. 

[Die Mitte A' von B C ist { ??L±Zü , . . . der Punkt 
S { J| /y, welcher A A' von A aus im Verhältnis — 2:1 teilt, 

AG & 

wird bestimmt durch -tttt == — 2 = -z: -, = ,.. und hieraus 

A'S ? — Xa 

X - I Xh - I Xft 

^=r=-^-J — - — ! ; 1^ analog, und aus der Symmetrie dieser 

Koordinaten erhellt der Satz.] 

Aufgabe 15. Sind P^, Pg, . . . Pn n gegebene Punkte, 



n 



^^Xk 2:yk 



- — , der Punkt oder das 



so heifst der Punkt M^ 

* n ' n 

Centrum ihrer mittleren Entfernung; der für das 

Dreieck nachgewiesene Satz soll verallgemeinert werden in 

der Form : „Ist P^ , P^ . . . Pn eine Konfiguration von n Punkten, 

so schneiden sich die n Linien, welche je Einen Punkt mit 

dem Punkt mittlerer Entfernung der übrigen verbinden, in 

dem Punkt mittlerer Entfernung aller und dieser teilt die 

Verbindungen im Verhältnis — (n — 1) : 1 von der freien 

Ecke aus". — Der Punkt mittlerer Entfernung ist identisch 

mit dem Schwerpunkt der Konfiguration, wenn die Punkte 

mit gleichen Massen belegt gedacht werden. Punkte, die 

mit Massen belegt werden, heifsen Massenpunkte. Sind die 

Massen m^, m^ . . . mn und ist rmt === M, so heifst der Punkt 

S I "!!][ ^^ ; —^r^*' ^^^ Schwerpunkt des Systems. 

Aufgabe 16. Ist P^, P^ . . . Pn ein System von nMassen- 
punkten, so schneiden sich die Linien, welche je einen 
Punkt Pk mit dem Schwerpunkt Sk der übrigen verbinden, 
in dem Schwerpunkt des Systems und dieser teilt die Strecke 
vom freien Punkt aus im Verhältnis — (M — mk) : mk. 

[Ist der Punkt S, welcher Pk Sk in dem angegebenen 
Verhältnis teilt, {^\rjj so ist: 

Pk S ^ mk — M ^ ?y — yk , 
Sk S mk 7] — ijsk ' 

{ M = i?k mk + »?sk (M — mk) = Zijk mk etc.] 
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Aufgabe 17. Wo liegt der Punkt Xj^==3Xi — Sx^ + ^gj 
y^j analog, wenn x^, y, etc. die Koordinaten dreier gegebener 
Punkte sind? 

r (2xg — X3)4-x^ _ (2x^— x^) + x, 1 
L 2 ~ 2 J 

Aufgabe 18. Wo liegt der Punkt, bestimmt durch die 
Gleichungen 

Xo = niXi— n2X2+n3X3... + (— l)*^-!!«; yo 

analog, wo Uk eine Abkürzung für deuBinomialkoefSzienten | ^Y 

Man benutze den Satz n^ = (n — l)k + (n — l)k - 1. 
Nennt man den durch die n — 1 ersten Punkte nach dem- 
selben Gesetz bestimmten Punkt Pn { Pn, so ist 

Y I p p j_ Y • ^0 ' 1 "n -j- ^1 

Die Bemerkungen, welche zu den Gleichungen 4) S. 31 
führten, zeigen, dafs, wenn auf der Geraden A B harmonische 
Punktsysteme bezw. Involutionen betrachtet werden, ihre Pro- 
jektionen auf jede Achse wieder harmonische Punktsysteme 
bezw. Involutionen bilden, und umgekehrt: wenn auf beiden 
Achsen harmonische Systeme bezw. Involutionen betrachtet 
werden, welche sich nur durch Vertauschung der Träger- 
Zeichen X und y unterscheiden, so bestimmen die zugehörigen 
Punkte harmonische Systeme bezw. Involutionen auf einer 
Geraden ; wir haben also für diese Systeme die Gleichungen 
des I. Abschn., nur doppelt, das eine Mal mit dem Zeichen x, 
das andere Mal mit y. Wissen wir, dafs die betreffenden 
Punkte in Einer Geraden liegen, so reicht eine von diesen 
Gleichungen aus, um die Punkte als harmonische zu erkennen, 
bezw. genügt es, zu wissen, dafs die Projektionen auf Einer 
Achse eine Involution bilden. 

Eliminiert man zwischen beiden Gleichungen 4) das A, 
so erhält man die Gleichung 

5) 

Aus 5) und einer der Gleichungen 4) folgt dann wieder 
die andere, und damit ist der auf der Geraden A B zu dem 
speziellen Wert des l gehörige Punkt bestimmt. Die 

Simon, Geometrie der Ebene. 3 



yp y. _ 


yb y. yp yb 


Xp Xa 


Xb Xa Xp Xb 
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Gleichung 5) gilt daher für jeden Punkt der Greraden 

A B und wenn sie für einen Punkt P | Xp | yp gilt, so folgt 
daraus, dafs die beiden aus den Gleichungen 4) für X be- 
rechneten Werte : — ^ und ^ ^ einander deich sind, 

Xb — Xa Jb — y» 

d. h. aber, dafs der Punkt P, fttr den die Gleichung 5 gilt, 
ein Punkt ist auf der Geraden AB und zwar derjenige, 

welcher die Strecke AB in diesem Verhälfeais A teilt. Die 
Gleichung 5 ist daher äquivalent mit dem Liegen 
des Punktes P auf der Geraden AB, oder anders aus- 
gedrückt: die Bedingung, auf der Geraden AB zu liegen, 
welche die Lage des Punktes P beschränkt, insofern ihm 
statt der zweifach unendlichen Mannigfaltigkeit der Punkte 
der Ebene nur die einfach unendliche Menge der Punkte 
der Geraden zur Verfügung steht, setzt sich um in die 
Gleichung 5) zwischen den Koordinaten des Punktes P, 
welche ebenfalls ihre freie Veränderlichkeit einschränkt, da 
nach Verfügung über die Eine Koordinate die andere aus 5) 
berechnet wird; es bleibt also nur noch die Eine Koordinate 
unabhängig variabel; der einfach unendlichen Menge der 
Punkte entspricht die einfach, unendliche Menge der Lösungen 
der Gleichung 5. 

Aufgabe 19. Wenn A,B,C, die Ecken eines Dreiecks, 
Aufeinanderfolge wie in Aufgabe 12, den Inhalt zu ermitteln. 
[0 zunächst im Innern: ABC = OBC + OCA + OCA, 
nach 3) = [(x^ y^—^-j^)'\-i^y^ —^l%)^^l^—^lz)\ 

-^ sin w; man überzeugt sich leicht, dafs diese Formel auch 

gilt, wenn aufserhalb des Dreiecks. 

Aufgabe 20. Wenn M, die Mitte von AB,{xra|ym, soll 

5) auf die symmetrische Form — — = — — gebracht 

Xp Xm Xb Xa 

werden. 

Aufgabe 21. Schaffe in 5) die Nenner fort, und 
interpretiere die gefundene Gleichung geometrisch [man 
erhält eine Summe von 3 Differenzen = 0, und multipliziere 

mit -^sin w, vgl. Aufgabe 19]. 



§ 10. Koordinatentransformation. 
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§ 10. Koordinatentransformation. 

Es ist häufig von Vorteil, das Achsensystem zu wechseln; 
im allgemeinsten Fall kann der Nullpunkt wechseln und die 
Richtungen beider Achsen. Wir ändern zunächst nur den 

Punkt und verlegen ihn nach 0' { a | b. Ist P ein be- 
liebiger Punkt { X I y in Bezug auf das alte System und 
j x' I y' auf das neue, so giebt uns § 3 sofort: 



6) 



X — a, v' = V — b. 



Aufgabe 1. Welche Koordinaten hat im neuen 
System? Betrachte das neue System als das alte und das 
alte als das neue. 




Fig. 11. 

Wir ändern 2) nur die Richtungen der Achsen, behalten 
den Ursprung bei. Sei ein Achsensystem 0, x, y, w gegeben, 
-|- X werde in die Lage -J- x', -|- y in -[- y' gedreht (stets 

im positiven Sinne). Dann ist (Fig. 11), wenn P { x 1 y } x' 1 y' 
ist, x = OA, y = AP, x' = OA', y' = A'P. 

Projiziert man nun den geschlossenen Streckenzug 
OAPA'O auf eine ganz beliebige Gerade als Projektions- 
achse -\~Z und bezeichnet den Winkel zwischen -\-Z und 

-(-X mit (zx), so ist 

3* 
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X cos (z x) -|- y cos (zy) — y' cos (z y') — x' cos (zx') = 0, 
so dafs 

X cos (zx)-|-y cos (zy) = x' cos (zx')4-y cos (zy'). 

Diese Gleichung liefert den Satz: 

Die Summe der Projektionen der Koordinaten 
eines Punktes auf eine beliebige Achse ist von der 
Bichtung der Koordinaten unabhängig. 

Die Freiheit in der Wahl der Achse Z kann man nun 
benutzen, um x und y durch x' und y' und diese durch jene 
auszudrücken, je nachdem man cos (zy) etc. verschwinden 
läfst, d. h. den betreffenden Winkel gleich 90<^ wählt. Be- 
zeichnet man den Winkel (xx') mit a und (xy') mit ß und 
heben wir femer hervor, dafs, abgesehen von etwaigen 
Vielfachen von 4 Rechten, ß — a = (x' y') = w', so erhalten 
wir das System: 

7) X sin w = x' sin (w — «) + y' sin (w — ß) 
y sin w = x' sin a -j- y' sin ^ 
x' sin w' = X sin /9 — y sin (w — ß) 
y' sin w' = — x sin a -(- y sin (w — a). 

Sind w und w' beide Rechte Winkel, so erhalten wir, 
wenn das Achsenkreuz um a gedreht ist, also /?=90-|-ö' 

7 a) X = x' cos a — y' sin a 

y = x' sin of -[- y' cos a 
x' = X cos a -|- y sin a 
y' = — X sin a -|- y cos a. 

Wird Drehung und Verschiebung verbunden, so denken 
wir uns die Änderungen nach einander ausgeführt, haben 
also die Koordinaten nach der Drehung noch um a bezw. b 
zu vermindern. 

Aufgabe 2. Die Formeln für den Fall, dafs nur -f- Y 
mit — Y, oder +X mit — X oder -\-Y mit -j-X ver- 
tauscht wird, zu verifizieren. 

Aufgabe 3. Wie sind w, w', a, ß zu bestimmen, damit 

x' = (x — y) sin 30^ y' = (x + y) cos 30^ 
[a = 4 R — 60^ w = 60^ etc.]. 
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Aufgabe 4. Und wie, damit 

[w = 90^ w' = 90^ a = — 45« + (4 R), etc.] 
Aufgabe 5. Und wie, damit 

x'== (^ + y) V^, y' = (X- y) Vy- 

.In das Gebiet der Koordinatentransformation gehört auch 
die Änderung des Mafsstabes; wenn man ihn z. B. nach der 

Transformation sub Aufg. 4) im Verhältnis 1/ -^ ändert, läfst 

sich §' = X -[- y, ?/ = X — y setzen. Man kann auch, statt 
den Mafsstab beider Koordinaten in gleicher Weise zu 
ändern (Ähnlichkeit), die Mafsstäbe in verschiedener Weise 
ändern, z. B. den von x unverändert lassen und statt 
y „Ay" setzen (Affinität). 



§ 11. Definition der Knrvengleichnng nnd der 
Koordinaten- oder Analytischen Geometrie. 

Am Schlüsse des § 9 sahen wir, dafs die Gleichung 
5) der Geraden AB' äquivalent war, d. h. dafs jeder Punkt, 
der auf der Geraden lag, (mit seinen Koordinaten) der 
Gleichung 5 gentigte, und jeder Punkt, der (mit seinen 
Koordinaten) der Gleichung genügte, auf der Geraden lag; 
wir können daher die Gleichung 5) als die Gleichung 
der Geraden AB bezeichnen; sie war sowohl in der 
Form 5) als in der der Aufgabe 21 § 9 der arithmetische Aus- 
druck einer die Gerade charakterisierenden Eigenschaft. Wir 
können diese Betrachtungen auf alle Kurven oder Linien 
ausdehnen. [Kurve bedeutet eigentlich krumme Linien, aber 
man braucht es synonym mit Linie, indem man die Gerade 
als Grenzfall der krummen Linien, als Linie mit der Krümmung 
null betrachtet.] Die Kurven, welche die Geometrie betrachtet, 
sind meist sogenannte geometrische Orte, d. h. Inbegriffe 
aller Punkte, denen eine bestimmte Eigenschaft (proprietas 
specifica sagt Fermat) zukommt. So ist die Mittelsenkrechte 
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der Ort der Punkte, welche von zwei gegebenen Punkten 
gleichen Abstand haben, der Kjeis der Ort der Punkte, 
welche von einem festen Punkt einen bestimmten Abstand 
haben. Diese spezifische Eigenschaft kann auch durch die 
Mechanik gegeben werden, z. B. für den Inbegriff aller 
Lagen (Orte) des Schwerpunktes eines Geschosses, oder für 
die Bahn eines Punktes eines rollenden Rades, die Kraft- 
linien im magnetischen Feld etc. Die bestimmende Eigen- 
schaft erzeugt die Kurve (wieder), und giebt damit die 
Koordinaten ihrer Punkte, sie beschränkt, heifst dies, die 
Veränderlichkeit eines Punktes, der an und für sich in der 
ganzen Ebene liegen kann, auf die bestimmte Kurve, und 
damit die Veränderlichkeit der Koordinaten auf die jener 
Punkte. Eine solche Beschränkung äufsert sich aber in 
Form einer Gleichung zwischen den Koordinaten der Punkte 
der Kurve, der man die allgemeine Gestalt geben kann: 
f (x, y) = 0, (p (r, d) = 0. Die Zeichen f, cp und analoge 
heifsen Funktionszeichen oder Abhängigkeitszeichen, sie sagen 
nur aus, dafs zwischen x und y bezw. r und ^ eine 
Gleichung besteht, wodurch, ^ diese Gröfsen gegenseitig ge- 
bunden sind. Wegen der Äquivalenz zwischen Punkt und 
Koordinaten genügen nicht nur die Koordinaten der Kurven- 
punkte jener Gleichung, sondern liegen auch umgekehrt die 
Punkte, deren Koordinaten jener Gleichung genügen, auf der 
Kurve, insofern sowohl die Kurve als die Gleichung eine 
Folge der spezifischen Eigenschaft ist. Anders ausgedrückt : 
Die bestimmende Eigenschaft der Kurve läfst sich sowohl 
in die Kurve als in die Gleichung umsetzen, und damit 
auch die Gleichung zwischen den Koordinaten in die Kurve 
und diese Kurve wieder in jene Gleichung, in derselben 
Weise wie wir ein Tonstück in Noten und die Noten wieder 
in jenes Tonstück umsetzen. Das Wesen der analytischen 
oder Koordinaten-Geometrie besteht also darin: 
Die Gesetzmäfsigkeit geometrischer Gebilde in 
Gleichungen zwischen den Koordinaten umzu- 
setzen, mit diesen nach den Regeln der Algebra zu 
rechnen, und die gefundenen Resultate geometrisch 
zu deuten. 

Wie also der Punkt äquivalent gesetzt wird einem 
Wertsystem x | y seiner Koordinaten, so wird die Kurve 
äquivalent gesetzt einer Gleichung f (x | y) = zwischen 
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den Koordinaten. Gleichungen von der Form f(x, y) 
= und e. f(x, y) = 0, wo e eine von verschiedene 
festgegebene Zahl, eine Konstante, ist, sehen wir 
als identisch an, weil sie durch dieselben Wertsysteme 
von X und y erfüllt werden. 

Aufgabe 1. Bestimme die Gleichung der Punkte, 
welche von der x Achse den Abstand a haben und interpretiere 
sie geometrisch. 

Aufgabe 2. Die Gleichung des Kreises um mit 
dem Radius r anzugeben. 

Aufgabe 3. Die Gleichung des Kreises um A | x, y 
mit dem Radius d, cf. Gleichung 2). 

Aufgabe 4. Bestimme den Ort der Punkte, deren Ab- 
stände von zwei festen Punkten ein bestimmtes Verhältnis l 
haben. [ApoUonischer Kreis; man teile Strecke AB innen 
und aufsen im Verhältnis A in P und Q und wähle A B zur 
Abscissenachse, die Mitte von P Q zum 0-Punkt, w = 90^.] 

Aufgabe 5. Den Ort der Punkte, für welche die 
Summe der Quadrate der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant und gleich p^ ist. [Man wähle AB zur Abscissen- 
achse, ihre Mitte zum 0-Punkt.] 

Aufgabe 6. Den Ort der Punkte, für welche die 
Summe der Abstände von zwei festen Punkten konstant und 
gleich 2 a ist (Ellipse). 

Aufgabe 7. Den Ort der Punkte P, für welche die 
Differenz der Quadrate der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant und gleich p^. 

[PA^ = (x + c)2 + y^ PB^ = (x-cr + y^...] 

Aufgabe 8. Von einem festen Pol zieht man nach 
einer festen Geraden die Verbindungsstrecken und verlängert 
sie um eine konstante Strecke a, die Gleichung des Orts 
der Endpunkte (Konchoide) aufzustellen. Man wähle den 
festen Punkt zum Pol, das von auf die Gerade gefällte 
Lot zur Polar- Achse, nenne das konstante Lot F : d, so 

ist r = ^ + a : in Cartesischen Koordinaten, wenn 

cos^ ' ^ ' 

Nullpunkt, OF Abscissenachse ? 



m. Absclinitt. 



Die gerade Linie. 



§ 12. Die Gleichung der Geraden. 

Wenn die Gerade durch 2 ihrer Punkte A { x» | y» und 

B { Xb I yb bestimmt war, so fanden wir zwischen den 

Koordinaten eines beliebigen „laufenden" Punktes P j x, y 
die Gleichung 

5\ y yi 7i yi 

X Xj^ Xg Xj 

Ist A { a I und B { [ b, d. h. liegt A in der X Achse 
und B in der Y Achse, so geht 5) nach leichter Umformung 
über in 

6) ^ + X=i 

^ a ' b 

d. i. die Achsengleichung der Geraden; auf gebracht 

X y 

h-T 1 = heifst die linke Seite die Achsenform 

a ' b 

(der Gleichung) der Geraden. Schafft man die Nenner fort, 
so erhält man xb-|-ya = ab und daraus (nach Multipli- 
kation mit sin w) den bekannten Satz von der Gleichheit 
der Ergäüzungsparallelogramme, und umgekehrt ist 6) die 
Übersetzung dieses Satzes in die Koordinaten-Sprache. 

Der Quotient auf der rechten Seite von 5) ist nach 

2b) S. 28 sin « 1 sin (w — a) = T und wenn w = 90^ ist 
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dies tg a, eine Vertauschung von B mit A bewirkt nur eine 
Änderung von a um tt, ändert also den Quotienten r nicht. 
Durch Einführung von t geht 5) über in 

7) y — yi^-'^Cx — Xi) 

und dies ist die Gleichung der Geraden, wenn sie bestimmt 

ist durch Einen ihrer Punkte A { x^ y^ [ktlrzer A { 1] 
und ihre Richtung, d. h. durch den Winkel, um den man 
-f- X drehen mufs (im positivem Sinne), damit X der Geraden 
parallel werde. Umgekehrt sieht man, dafs 7) von dem 

Punkt A I 1 erfüllt wird, und wenn man aus t den Winkel a 

T sin w 

durch die Gleichung tga = ^; — i berechnet, so 

° 1 -|- ^ cos w 

erhält man zwar zwei Werte für a, aber sie sind nur um 7t 

verschieden, bestimmen also 2 Strahlen, welche Einer Geraden 

angehören. % heifst daher der Richtungsfaktor der 

Geraden. 

Der Quotient t nähert sich, je gröfser y, und Xg werden, 
mehr und mehr dem Werte j^ x^, es kann daher t auch 
definiert werden als der Quotient der Koordinaten 
des unendlich fernen Punktes Qt der Geraden g, 
und man sieht, wie zweckmäfsig es ist, parallele Gefade al& 
gleichgerichtet anzusehen, und ebenso wie sich die Annahme 
rechtfertigt, dafs parallele Geraden ihren unendlich fernen 
Punkt gemeinsam haben. 

Aufgabe 1. Die Gleichung der Geraden, welche durch 
die Punkte (1 | 2) und (2 1 1) geht, durch (2 | 3) und (2' | 3'), 
durch (3' | 7) und (3 | 7'). 

Aufgabe 2. Die Gleichung der Geraden, welche von 
den Achsen die Stücke 3 und 4' abschneidet; die Gleichung 
für den Mittelpunkt der Achsenpunkte zu verifizieren. 

Aufgabe 3. Die Gleichung der Geraden, für welche 
A{0|0. 

Aufgabe 4. Welchen Vorzug hat die Gleichung 5) 
vor 6) und 7)? [5) stellt die Gleichheit zweier Strecken- 
brüche dar, also . . .] 

Aufgabe 5. Die Gerade durch { 1 und Qx {(x|y=x)^ 
wenn x = w. 
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Aufgabe 6. Die Gerade, deren Gleichung (y — 3) 
= (x — 5) zu konstruieren, wenn w = 30®, 60®, = 90® ist; 

desgl. y + 4 = 2(x— 7); desgl. y + 4 = -|-(x + 3). , 

Aufgabe 7. Die Gerade, welche durch die beiden 
unendlich fernen Punkte &, wo t = — — und S2t\ wo 

Oüf 

t' = -^, geht. 

fco 

Wir erhalten — ^ = 2, und daraus würde folgern 

X — oco 

5 
-^ = 2, aufser wenn y und x selbst unendlich, dann aber 

o 

kann der Quotient beliebig angenommen werden, d. h. also 
eine Gerade, welche zwei verschiedene Punkte im Unend- 
lichen verbindet, haben wir uns als ganz im Unendlichen 
liegend zu denken und ferner können wir annehmen: 

Alle unendlich fernen Punkte der Ebene liegen 
in Einer Geraden, der unendlich fernen Geraden. 

Diese Gerade hat dann unzählig viel verschiedene 
Richtungen, entsprechend der Annahme der gewöhnlichen 
Geometipe, dafs sie als Kreis mit unendlich grofsem Radius 
um einen Punkt im Endlichen zu denken sei; diese Gerade 
ist selbst ebenso eine uneigentliche Gerade der Ebene, wie 
der Punkt 2 ein uneigentlicher Punkt der Geraden. 

Aufgabe 8. Die Gleichung der Geraden mit Richtungs- 
faktor T, welche durch den Punkt der Y Achse (0 1 b) geht, heifst 

7 a) y — Tx — b = 0. 

Diese Form wird oft als Form F der Gerade bezeichnet. 
Bringt man die Gleichungen der Gerade in die Form 
F = 0, z. B. 7 a), so hat die Form F den Wert für die 
Punkte der Geraden und nur für diese; für jeden Punkt, 
der nicht auf der Geraden liegt, der „ortsfremd" ist, ist 
sie :5t 0. 

Aufgabe 9. Wo liegen die Punkte, für welche 
y — rx — b>0, und wo die Punkte, für welche diese 
Form <0, wenn w nicht >>90® und -|-x und -|-y wi® 
üblich festgesetzt werden. Antwort : Je auf Einer Halbebene 
und zwar ... 
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Aufgabe 10. Wo liegen die Punkte, für welche 

|+^-i>o? 

Die Gleichungen 6) und 7 a) sind dadurch ausgezeichnet, 
dafs sie die Gerade nur durch 2 Konstanten bestimmen. 
Durch alle Werte von a und b, ausgenommen 0, bezw. von 
T und b, ausgenommen + oo, ist eine und nur eine Gerade 
bestimmt; umgekehrt bestimmt jede Gerade, die nicht durch 
den Nullpunkt geht, ein Wertsystem von a und b, und jede 
Gerade, mit Ausnahme der Y Achse und ihrer Parallelen ein 
Wertsystem von t und b. Mit der angegebenen Einschränkung 
sind also a und b, bezw. t und b Koordinaten der geraden 
Linie im Sinne der Definition, es sind Linienkoordinaten. 

Die Achsengleichung, welche schon wegen der schnellen 
Übersicht über die Lage der Geraden besonders wichtig 
ist, versagt für die Geraden durch den Nullpunkt. Man 

formt sie dadurch um, dafs man — mit u und -r- mit v 

' a b 

bezeichnet in 

6a) xu + yv— 1 = 0. 

Der Vergleich mit 7 a) ergiebt, dafs der Richtungsfaktor 

T = ist sowie b = — . Man sieht die Identität 

V V 

beider Formen, da die Konstanten sich gegenseitig eindeutig 
bestimmen. Ist eine von den Gröfsen a, b gleich 0, also 
z. B. u=:oo, so mufs für jedes endliche y auch voo sein, 
d. h. b = 0, aufser wenn x konstant gleich ist. Sind u 
und V beide oo, so wird doch durch 6 a eine bestimmte 

Gerade dargestellt, falls der Quotient — einen bestimmten 

Wert hat. Gleichung 6 a) geht dann in 7 a) über für den 
Wert b == und man erhält als allgemeine Form der 
Geraden durch 

7 a') y — T . X = 0. 

Aufgabe 11. Welche Gerade stellt 6a) dar, wenn 
u = oo, v = oo, u:v = 2, w = 90*^. 

Aufgabe 12. Welche Lage hat die Gerade 6a), 
wenn u = 0, v:?t0, und welche, wenn v = 0, ui^O? 
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Wenn u und v in 6 a) beide gleich 0, so geht die Gerade 

von 6a) durch i?x{w|0 und J2y{0|€u, ist also die Un- 
endlich ferne Gerade (vgl. Aufgabe 7), deren Gleichung 
in der paradoxen Form — 1 = erscheint, welche 
nach Schlufs des § 11 identisch mit c = und c=?^0 ist. 
Die Eechtfertigung liegt darin, dafs für jeden unendlich 
fernen Punkt P mindestens eine der beiden Koordinaten, 
z. B. Xp unendlich ist, also Xp -|- c = Xp, wo c eine beliebige 
noch so grofse aber bestimmte Zahl, d. h. aber, für diesen 
Punkt ist c = 0. 

Alle Gleichungen der Geraden sind in x und in y und 
in beiden zusammen vom ersten Gerade. Umgekehrt ist 
jede Gleichung dieser Art die Gleichung einer 
Geraden, und daher rechtfertigt sich für diese 
Gleichungen der Name: lineare, ihr Schema ist die Form 
U = ax + by + c=:0. 

Zunächst ist der Satz evident, wenn a, b, c alle 3 =?^ 
sind, da dann U durch Division mit — c in die Achsenform 
A tibergeht. 

Aufgabe 13. Beweise den Satz, wenn e = 0, a und 
bi^tO. 

Aufgabe 14. Wie 13, wenn b = 0, a und c:;?fbO; 
a = 0, b und c ^t^ 0. 

Aufgabe 15. a und b = 0, c:^0. 

Aufgabe 16. a = 0, c = 0, b^^O; b = 0, c = 0, aiytO. 

Aufgabe 17. Welche Linie stellt die Gleichung 
2x — 3y — 1 = dar, und wie ist der Richtungs- 
winkel a, wenn w = 60^ [a = 23« 24' . 47"]. 

Aufgabe 18. Vereinfache die Gleichung 10x-|-4y — 6 
=: und untersuche die Linie, wenn w = 30«. Ist der 
Richtungsfaktor t ^ 1 , so ist sin a = sin (w — a), also, 

1 w 

da w :^ TT, of =: — w bezw. a = — -\- 180«. 

Aufgabe 19. Welche Lage hat die Gerade y — x =: 0? 
[Halbierungslinie.] Ist t = — 1 , so ist a =: w | 2 -f- 90 
bezw. a = w I 2 4- 270. 

Aufgabe 20. Welche Lage hat die Gerade y -|- x = 0? 

Die Gleichungen y — x — b = und y + x — b' == 
stellen je zwei Geraden dar, welche den Halbierungslinien 
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des Achsenkreazes parallel sind, also auf einander senkrecht 
stehen. Ist w = 90*^, so teilen die beiden Scharen von 
Geraden, welche man erhält, indem man b und b' der 
Reihe nach alle ganzzahlige Werte giebt, die Ebene in 
kongmente Quadrate mit der Diagonale 1. 

Aufgabe 21. Die Koordinaten des Mittelpunkts des 
Quadrats zwischen y — x — 2, y-^x — 3, y + x — 2, 
y + x-3? 

Aufgabe 22. Wie 21, abery — x — b, y — x — (b + l), 

y + x-b, y + x-(b + l). 

Aufgabe 23. Die Gleichung der Geraden, welche 

durch A t a, b geht und mit -f- x den Winkel a<^n bildet, 
aus den EoordijQatentransformationsformeln abzuleiten, 1) in- 
dem man die Gerade zur neuen X Achse, 2) zur neuen 
Y Achse macht. 

Aufgabe 24. Die Koordinatentransformationsformeln 
umgekehrt aus der Gleichung der Geraden abzuleiten. 

Sei P I X I y { x' y', so folgt aus der Äquivalenz des 
Punktes P und seiner Koordinaten, dafs jedes Wertsystem 
unzweideutig durch das andere ausdrückbar sein mufs, und, 
da X bezw. y nur unendlich werden kann, wenn x oder y 
oder beide unendlich und umgekehrt, so folgt: 

x = yx' + (Jy' + f, y = /x' + (J'y' + £', 

wo y, (J, € zu bestimmende Konstanten sind. Die Bedeutung 
von € und e' ergiebt sich daraus, dafs 0' { | in Bezug 

auf das neue und { a { b in Bezug auf das alte, also € = a,, 
«' = b. Zur Bestimmung von y, rf, y\ d' dient die Bemerkung, 
dafs x = bezw. y = die Gleichungen der y bezw. x Achse 
sind. Ist in Figur 1 1 der Winkel, den -f- 7 ™t + y bildet, 
a', so ist nach 7 a) die Gleichung der alten y Achse 



y ^, e sin a') 

sin (w' — «') 






— — — € 

also y = A sin of', ö = — A sin (w' — a'), b^ = — r~' ^ ^^^ 

o 

durch den Sinussatz bestimmt, demzufolge -i — = ^^ -, 

hQ sm w 
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- , 1 , , sin a' sin (w' — «') 

also A = ; , demnach y =^ ; ; o= ^; -. 

sin w sm w ' sin w 

Führt man den Winkel a als Winkel zwischen -|-^ ^^^ 

-|-X', und ß als Winkel zwischen -|-X und -\-X^ ein, so 

erhalten wir 

X sin w = x' sin (w — «) + j' ^^^ (^ — /9) -f- a sin w etc. 



§ 13. Kombination von Geraden und Geraden, 

und Geraden und Punkt. 

Wenn zwei Geraden durch ihre Gleichungen, z. B. in 
der Form Lj = 0, L^ = gegeben sind, so ist ihr Schnitt- 
punkt S durch die Forderung, beiden Gleichungen zu genügen, 
generaliter bestimmt. 

Es ergiebt sich 

_ \ —\ ^ _ bi rg — bg T, 



Tg Tj Tg r^ 



Da solche Differenzen wie im Zähler von ja sehr häufig 
sind, wollen wir abgekürzt a^bg — agb^ mit [a^bg] bezeichnen. 
Aufgabe 1. S ist also bestimmt und endlich, aufser 
wenn Tg = t^, dann werden x^ und y^ beide unendlich, die 
Geraden sind dann parallel und es rechtfertigt sich dadurch 
die von Desargues 1639 eingeführte Fiction, S läge im 
Unendlichen. 

Aufgabe 2. Wo liegt S, wenn bj = b2, wo wenn 

Aufgabe 3. Bestimme S, wenn die Geraden in der 
Form Uj und Ug gegeben sind, und entnehme daraus die 
Bedingung für den Parallelismus. 

Aufgabe 4. Schnittpunkt der Geraden 3y — 2x — 1 = 0, 
y_2x — 3 = 0; [S|— 2| — 1]. 2y-|-x — 2 = 0, 
y-2x + l = [S| 0,8|0,6]. 

Aufgabe 5. Schnittpunkt der Geraden 2 x — 5y-|-7 = 0, 

8 X — 20 y + 10 = 0. 

Aufgabe 6. Schnittpunkt der Geraden x — y -|- 1 = 0, 

2x — 2y + 2 = 0. 
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Die Gleichung Ug = A Uj -\- ^i\J^ = 0, wo X und fi 
beliebige Eonstanten sind, ist linear und stellt eine Gerade 
dar ; sie ist erfüllt, wenn zugleich U^ = Ö und Ug = 0, d. h. 

für das Wertsystem Xg | ys, das j S, dem Schnittpunkt von 
U^ und Ug [es ist Sitte die Geraden mit ihrer Form zu 
bezeichnen]; also geht Ug durch den Schnitt S von ü^ und Ug. 

Umgekehrt ist jede Gleichung Ug = einer 
Geraden, welche durch den Schnittpunkt S der, 
Geraden U^ = 0, U^ ^= hindurchgeht, von der 
Form AUj 4-^U2 = 0. 

Der einfachste Beweis dieses Satzes, dem Gedanken- 
gang nach, wäre es, in Gleichung 7) der Geraden Ug: 
y — yg — T (x — Xg) = einer Geraden durch S für Xg und yg 
ihre Werte einzusetzen, man erhält dann durch einige Rech- 
nung Ug = (bg T -|- ag) Uj — (bi T -|- Äj) Uj. Man sieht aber 
auch ohne Rechnung, falls U, und U^ zwei lineare Formen 
sind, dafs jede lineare Form Ug = ax4-by-f-c sich in die 
Gestalt i Uj + /w U^ -f a bringen läfst, wo die Gleichungen 
a = A aj -|- i" ^ ^^^ h = k\-\-lLih^ die Zahlen k und fi 
bestimmen und a von x und y unabhängig ist. Ug = stellt 
eine Gerade dar, soll sie durch S hindurchgehen, so mufs 
Ug für das System Xg | yg gleich sein, d. h. verschwinden, 
wenn U^ und U^ zugleich verschwinden, d. h. aber a mufs 
sein. 

Die Relation zwischen den Formen dreier Geraden, welche 
durch denselben Punkt gehen, kann auch die symmetrische 
Form annehmen: 

dies folgt aus der Identität von f (x, y) = und c f (x, y) = 0. 

Aufgabe 6a. Uj=x-|-y-f-l = 0, U2=x — y — 1; 
welche von den Geraden — 2x-|-y + 2, — 2x-|-y — 2 
geht durch S? 

Aufgabe 7. Den Winkel zwischen zwei Geraden 
L^ = und Lg (= 0) zu berechnen. Um der Zweideutig- 
keit des Winkels zweier Geraden zu begegnen, verstehen 
wir darunter den Winkel, um welchen man die Gerade L^ 
positiv drehen mufs, damit sie in die Richtung von L^ ge- 
lange. Es ist also (L^ L^) -}- (L^L^) = iR \ 0. Es ist 
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also der Winkel d^ = (L^ Lg) { a^ — a^ (d. h. kann sieh 
eventuell um 4 Rechte von a^ — a^ unterscheiden). 

Für w = 90« ist tg^= /',~^^ . Ist ;» = 90^ so 

1 + Ti Tg 

ist 1 -f- Tj T, = und umgekehrt ist 

9) Tj Tg + 1 = 

die Bedingung dafttr, dafs bei rechtwinkligem 
Aehsensystem zwei Geraden aufeinander senkrecht 
stehen. 

Ist w^90, so erhält man 

tg^ = sin w (r, - r,) 

1 + Tj Tg + cos W {t^ + Tg) 

und daraus als Bedingung für das Senkrechtstehen 

9 a) 1 + "^1 "^2 + cos w (tj 4" ^a) = ^* 

Aufgabe 8. Welchen Winkel schliefsen (w = 60^) 
die Geraden y + Sx-f-^, y + i^ ^i^^j ^^^ (w = 45^) die 

Geraden y — /2x + A, y + -J /2 x + ^u ferner (w = 90^) 

die Geraden 2y + x — 2, y — 2x + l? 

Aufgabe 9. Die Gleichung der Geraden, welche den 
Winkel zwischen den beiden letzten Geraden halbiert, und 
durch ihren Schniltpunkt geht, aufzustellen; ebenso die 
Gleichung der Geraden, welche den Nebenwinkel halbiert. 



Gegeben eine Gerade L = y — tx — b und ein Orts- 
fremder Punkt P { Xp I yp. 

Aufgabe 10. Durch P zu L die Parallele zu be- 
stimmen. 

Aufgabe 11. Die Gleichung der Geraden, welche 
durch P geht und auf L^ senüecht steht, a) w = 90, 
b) w = w. Kombination von 7) mit 9) bezw. 9 a). 

1 I T COS w 

Resultat, wenn w ^ 90, y — y« = -^ (x — Xp). 

' W ^ P T -[- cos W 

Aufgabe 12. Den Abstand des Punktes P von L zu 
berechnen : 
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Es ist (Fig. IIa) der Abstand gleich PQ,PB = PC — BC 
= yp — BC. Es ist BC rxp-f b, alsoPB = yp — XpT — b 
= Lp, wo Lp den Wert bedeutet, den die Form L für x = Xp 
und y = yp annimmt. Lp ist also der Abstand des 
Punktes P von der X-Achse, gemessen in der 
Richtung der Ordinatenachse; er ist positiv für die 
Punkte der Halbebene, welche links von L liegen, wenn 
man L in der Richtung der negativen Abscissen zu den 
positiven durchläuft, negativ für die rechte Halbebene. Für 
die absolute Länge von P Q erhalten wir hier + Lp sin (a — w) ; 
damit PQ immer das Zeichen von Lp habe, setzt man 
P Q == Lp I sin (w — a) I , wenn | z | den absoluten Betrag 
irgend einer Zahlengröfse z bedeutet. 




Fig. Ua. 

Aufgabe 13. Den Abstand des Punktes j 0|0 von 
der Geraden y-[-x + 2 zu berechnen, w = 90*^; desgl. 

P I I 5; den Abstand des Punktes P j 1 1 1 von y — x + 1, 
wenn w = 60^, wenn w = 45^. 

Aufgabe 14. Die Gleichung der Geraden aufisustellen, 
welche von { 0, den Abstand 3 hat und für die t = 2, 
w = 60«, 45^ 30^ 90« . . ., statt den Punkt P j 3 | 3. 

Aufgabe 15. Die Gleichung der Geraden, welche 
von P j Xp I yp den Abstand d hat und durch den Punkt 
A ! x. I ya geht. 

Simon, Geometrie der Ebene. 4 
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§ 14. Die Hessesche oder Normalform der Geraden. 

Es sei ein Parallel -Koordinatensystem mit dem Ko- 
ordinatenwinkel w gegeben (Fig. 12), 0' ein beliebiger 

Punkt, die Mitte von 0' sei M { A | ^ und | M | = p. Es 
soll der Ort der Punkte (analytisch) bestimmt werden, 
welche von und 0' gleich weit entfernt sind. 

Sei P i X I y ein solcher Punkt, dann ist nach 2) S. 27: 

(X — 2 A) * + (y — 2 |u) ^ + 2 (x — 2 A) (y — 2 iu) cos w 

= x^ -f- y^ H" 2 X y cos w, 

also, da A^-|-^*-f- 2Ajmcosw = p*, nach Division mit 4: 

a) X (A -|- ^£ cos w) + y (^ + A cos w) — p* = 0. 




Da die Gleichung a) linear ist in Bezug auf die Ko- 
ordinaten, so folgt, dafs der Ort des Punktes eine gerade 
Linie ist. 

Dividieren wir a) durch p und bemerken, dafs (Fig. 12) 
i : p = sin j^ : sin w, ^ : p = sin a : sin w, so folgt 

10) X cos a-\-j cos (i — p == = H 

und 

b) cos ß = cos (w — a), cos a = cos (w — ß). 

Aufgabe 1. Mit Benutzung von a) zu zeigen, dafs 
O M^ + M P« = P«, d. h. M P auf 0' senkrecht steht. 
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Da zu jeder Geraden in Bezog auf der Gegenpunkt 0' 
konstruiert werden kann, so ist 10) die Gleichung aller 
Geraden, wenigstens aller für die OM im Teil I der 
Ebene (vgl. 23) liegt. 

Damit 10) für alle Geraden gelte, setzen wir fest: 

1) dafs a, im positiven Sinne gezählt, gleich oder 
gröfser als und kleiner tt sei; 

2) dafs p positiv oder negativ genommen werde, je 

nachdem der Strahl M selbst Schenkel des Winkels « ist, 
oder seine Verlängerung über 0; 

3) dafs ß den Winkel mifst, um den man den beweg- 
lichen Schenkel von a positiv drehen mufs, damit er auf 
+ Y fäUt. 

Die Form 10) heifst die Hesse sehe (Goepel) oder 
Normalform der Geraden, sie enthält die beiden Rich- 
tungsfaktoren cos a und cos ß^ zwischen denen die 
Relationen b) bestehen, und dazu noch den Abstand p; 
sie hängt also nur von 2 Konstanten ab, sie gilt auch noch, 
wenn p = ist. 

Die Festsetzungen sub 1) 2) 3) weichen von denen Hesses 
ab, der p stets positiv nimmt, die unsrige hat den Vorteil, 
dafs Parallele, wie es natürlich, stets cßeselben Richtungs- 
faktoren haben, und dafs Winkel a völlig besimmt ist, auch 
wenn die Gerade durch den Nullpunkt geht. 

Sind H = und H' = die Gleichungen zweier 
Parallelen in Normalform, so mifst p' — p den Abstand der 
Parallelen H' von H, er ist positiv oder negativ, je 
nachdem die Richtung eines von einem Punkt 
auf H' nachH gefällten Lotes der Richtung des 
Strahles OM entgegengesetzt oder gleich ist. 

Da sich durch jeden Punkt P' eine Parallele zur Ge- 
raden H ziehen läfst, und der Abstand des Punktes von H 
gleich dem der Parallelen von H ist, so erhalten wir, bei 
derselben Bestimmung über das Zeichen, für den Abstand 
dp von P und H: 

11) dp = Hp = Xp cos a-\-y^(io^ ß — p. 

Die Hessesche Form hat also 3 Vorzüge, 
sie gilt für alle Koordinatenwinkel, für alle 

Geraden und giebt für jeden ortsfremden 

4* 
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Punkt durch Einsetzung seiner Koordinaten in 
die Form den Abstand. 

Die Gerade selbst erscheint hier als Ort der Punkte, 
die von ihr den Abstand null haben. 

Aufgabe 2. Wie gestaltet sich Relation b), wenn 

w = 90<>.? 

Aufgabe 3. b) ist | mit ß -\- a = e2/t -\-w, wo 6=1 
oder 0; wann ist « = 0, wann = 1? 

Aufgabe 4. Berechne w, wenn H = x 0,8 +y 0,6 — A, 
bezw. — X 0,6 -f- y 0,8 — l die Gleichung einer Schar 
Parallelen in Normalform. 

Aufgabe 5. w = 75^, « = 90*^, bestimme ß, 

Aufgabe 6. Gegeben H = x cos 30 -|- y sin 30 — 1 

und A j I 5, B { 5 I ; den Schnittpunkt der durch A und B 
zu H gezogenen Parallelen zu berechnen. 

Aufgabe 7. In welchem Falle erreicht ß 4 Rechte ( 1 0) ? 

Aus der Form U = ax-|-hy + c der Geraden soll 
zur Form H übergegangen werden. 

Da U I /MÜ, wo iM=^0, so mufs, wenn /uU^H 
(= Identitätszeichen) sein soll, /u a = cos a, /w b = cos ß, 
fiG = — p sein. Die Relation b) giebt f ttr fx 

sin w 



Vsi^ + h^ — 2 a b cos w 

Das Zeichen der Wurzel ist durch die Gleichung 
cos a = ^M a bestimmt, denn a ist bestimmt, weil < tv, durch 

tsa = ; und bis 7t haben cos und tg gleiche 

° asmw ° ^ 

Zeichen. Wenn w = 90^ so ist tg a = — , die Wurzel hat 

a 

das -f- Zeichen, wenn b und a gleiches Zeichen haben. 
Aufgabe 8. Zeichen der Wurzel, wenn w = 90^ und 

b = 0, ? Wenn a = 0, ? a, ? /9, [/9=:-|- ^ + w]- 

Aufgabe 9. Von der Form 7) zur Form H überzu- 
gehen, desgl. von 7 a), desgl. von 5). 

Auf gab e 10. Von der Achsenform A = ux-|-vy — 1 
zur Form H überzugehen. 



w 



§ 15. Das Strahlenbüschel. 

Aufgabe 11. Normalform von — 5x-|-7y-|-9 
l = 3(x-l); " 



^— ^ = 1, fttrw = 90«, w=: 
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= 0; 
75«, 



§ 15. Das Strahlenbttschel. 

Seien H^ und H^ zwei Gerade, S ihr Schnittpunkt, 

dann ist U | A' Hj + |w' H, eine Gerade durch S, und der 
Gleichung von ü läfst sich (Division mit i') die Form geben : 

Läfst man A von — oo bis -|- oo variiren, so stellt ü 
alle durch S gehenden Geraden dar, sobald festgesetzt wird, 
dafs U für A = + oo identisch mit H^ sei. Die Gesamt- 
heit aller dieser Geraden heifst Strahlenbüschel S. 
Für eine bestimmte unter diesen Geraden oder Strahlen, Ug, 
ist X konstant und da für sie A = H^ : H^, so folgt, dafs 
längs Ug auch H^ : H,, d. i. das Verhältnis der Abstände 
jedes Punktes auf Ug von Hj und H^ konstant ist und um- 
gekehrt folgt (aus der Äquivalenz der Geraden und der 
linearen Gleichung): 

Der Ort aller Punkte, deren Abstände von 
zwei festen Geraden ein festes Verhältnis haben, 
ist eine durch S gehende Gerade. 

Bezeichnet man die Winkel, welche 
Hg mit Hl und H^ bildet (Fig. 13), mit 

u und V, so ist l = -\ ; , je nach- 

' — smv' '^ 

dem die beiden Abstände H^ und H^ 
gleiches oder entgegengesetztes Zeichen 
haben, was von der Lage des Achsen- 
kreuzes abhängt. Innerhalb des Winkels 
(u -|- v) kehrt dasselbe A für keine zweite 
Gerade wieder, da A das Zeichen nicht 
wechselt und die absoluten Beträge des A, 
wenn U sich von H^ durch den Winkel (u -|- v) nach H^ dreht, 
beständig wachsend, sich von bis c» bewegen. Tritt dagegen 
die sich drehende Gerade in den Nebenwinkelraum, so be- 




Fig. 13. 
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hält der eine Abstand seine Bichtnng and der andere 
wechselt sie, d. h. % wechselt das Zeichen, die absoluten 
Beträge des X fallen von oo bis 0. Zn jedem Wert des X 
innerhalb (n-f-v) gehört also ein andrer zugeordneter l' 
im Nebenwinkelraum, so dafs A -f- ^' = ist, If ist wieder 
_. sinn' 

— sinv 

Ist Ug = Hj — X H^, so ist ü^ = H^ -f- Z Hg sein zu- 
geordneter Strahl. Man sagt: Die Strahlen H^, H^, Ug, U^ 
bilden ein harmonisches Strahlenbüschel (vgl. Abschn. I, 
§ 4); oder auch: Die Geraden H^ und H^ werden durch Ug 
und U^ harmonisch getrennt, und man nennt X das Teilungs- 
Verhältnis des Winkels (Hj,H2). Eine solche Zahl wie A, 
die neben den ursprünglichen Variablen x und y selbst ver- 
änderlich gedacht wird, heifst Parameter. 

Aufgabe 1. Gegeben H' und H"; die Gleichung einer 
Geraden ihres Büschels zu bestimmen, welche durch den ge- 
gebenen Punkt P ! X, I y, geht. [H' Hp" — H" H'p = 0] 

Aufgabe 2. Gegeben Hj und Hg, die Gleichung ihrer 
Winkelhalbierenden aufzustellen. Da für diese H^ = + ^2 
(je nach der Lage des Achsensystems), so ist die gesuchte 
Gleichung Hj + H^ = 0. Ist H^ + H« = die Halbierungs- 
linie von (Hj Hg), so ist H^ — H^ die Halbierungslinie des 
Nebenwinkels, und v. v., so dafs also Hj^ — H^^^^q das 
Paar der Halbierungslinien liefert. 

Aufgabe 3. Es soll durch 9a) bewiesen werden, 
dafs die Halbierungslinien auf einander senkrecht stehen. 

A u f g a b e 4. Gegeben 2 Geraden L^|3x-|-4:y-j-7 = 0, 

Lgj 4x-]-3y-|-5 = 0, w = 90^ ; eine 3. Gerade Lg so zu 
bestimmen, dafs L^ und Lg symmetrisch zu L^ liegen. Es 

istL^i — 0, 6x — 0, 8y— 1,4; Lgj — 0, 8x — 0, 6y— 1, 

wo jetzt L^ und L^ die Hessesche Form haben, Lg j x cos « 
-j- y cos ß — <J. Da Lg Halbierende eines der Scheitel- 
winkelpaare zwischen L^ und Lg, so ist 

cLg =Li +«Lg, 

wo e = Vi und somit b cos a = — 0, 8c-|-0, 6; e cos ß 
= — 0, 6c+0, 8; €(J = c — 1, 4 und c wird durch die 
Belation €^ cos^ a-\-e^ cos^ /!^ = 1 bestimmt, der Faktor e 
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kann als konstanter Faktor weggelassen werden, c ergiebt 
sich als 1, 92 und somit 

L3J117x + 44y + 65. 

Aufgabe 5. Die Probe zu machen, mittelst der 
Gleichung für die Tangente des Winkels (L^ Lg). 

Aufgabe 6. Dieselbe Aufgabe, wenn L^ und L^ all- 
gemein und in Hessescher Form gegeben sind, also 

Hj { a^ X + bj y — Pi ; a? + b? = 1 etc. 
Kesultat : (c a^ — »i) x + (c b, — b^) y — (c p^ — Pi) = 0, 

wo c == 2 (aj a^ -f- bj b^). Auch hier Probe ! 

Aufgabe 7. Die Verallgemeinerung des Satzes: üg 
geht durch S, wenn Ug = U^ — ^ Ug, soll bewiesen werden, 
d. h. also der Satz : 

Wenn die Koefl&zienten der Koordinaten und das kon- 
stante Glied der Form einer Geraden denselben Parameter 
im ersten Grad enthalten, so bilden die Geraden der Schar 
ein Strahlenbüschel. 

[Die allgemeine Form einer Geraden der Schar ist 

(a + Aa')x + (b + ib')y + (c + Ac') = = (U, + AU,.] 

Aufgabe 8. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich 
auf drei durch denselben Funkt gehenden geraden Linien, 
und zwei der Seiten drehen sich um feste Punkte; es soll 
bewiesen werden, dafs sich dann auch die 3. Seite um einen 
festen Punkt dreht. 

[Man wähle die Geraden, welche den Punkt mit 
den Enden der 3. Seite verbinden, zu Achsen.] 

Aufgabe 9. Die 3 Hülfslinien des Euklidischen Be- 
weises zum Pythagoras schneiden sich in Einem Punkt. 

[Wählt man den Scheitel des rechten Winkels zum 
NuUpunkt und die Kathete OA=a zu +Y, OB=:b 

zu -f- X, so ist 

U, = y(b + a) + ax — ab; U2=yb + x(a + b) 

und U8=U, — Ug.] 

Die Winkelhalbierenden zweier Strahlen trennen die- 
selbe harmonisch. Werden H^, Hg von Ug = H^ — AHg und 
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\J^ = B^'{- XB^ harmonisch getrennt, so wird auch das 
Paar U„U^ vom Paar H^Hg harmonisch getrennt. Es ist 

XH,{^(U,-ü.){/i,H,-^,H, {H,+vH„ 

da die Multiplikation mit einer Konstanten (hier — ) die Valenz 
einer Gleichung nicht ändert. Man sieht, dafs allgemein 

die Gleichungen von 4 harmonischen Strahlen 
sind. 

Da die harmonische Beziehung von 4 Geraden nur von 
den Winkeln u, v, u', v' der StraSilen unter sich abhängt, 
so folgt: Die harmonische Beziehung ist vom 
Koordinatensystem unabhängig. Da die Koordi- 
natentransformation identisch ist mit einer Verschiebung 
oder Drehung bezw. Verschiebung und Drehung der Ebene 

in sich selbst, so heifst dies, ein 
harmonisches Strahlbüschel bleibt 
bei Verschiebung und Drehung 
harmonisch. 

Schneidet man ein 
harmonisches Büschel 
durch eine beliebige Ge- 
rade, so bilden die Schnitt- 
punkte ein harmonisches 
Punktsystem. 

Beweis: Man kann die 
Schnittgerade (Fig. 14) AQ zur 
X-Achse machen, Uj zur y- Achse, dann haben wir für 

U,:x(0); ü, 8ei| + |--l, 

U, = x + AÜ2. Ai8t{OiO;C{a|o;P{p^, 0; AQJ ^^ 




Fig. 14. 



dann ist U^ = x — ^ U2 ; 



, ,, AP AQ 

und hieraus ^vp = — tt^« 

Festsetzung X negativ sein mufs. 



Man sieht, dafs bei dieser 
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Aufgabe 10. Diesen Hauptsatz durch den Sinussatz 

zu beweisen. 

Aufgabe 11. Sind U, U, U3 U^ irgend 4 Strahlen 

AP : CP 
(des Bttschels), so soll gezeigt werden, dafs . ^ ' ^ von 

der Sehnittgeraden unabhängig; diese für den Vierstrahl 
konstante Gröfse heifst das Doppelverhältnis des 
Vierstrahls, sie soll durch die Winkel zwischen den 
Strahlen ausgedrückt werden. 

Aufgabe 12. Welchen Wert hat das Doppelverhältnis,, 
wenn der Vierstrahl harmonisch? 

Aufgabe 13. Wenn die Richtungsfaktoren (S. 41) der 
4 Strahlen eines Vierstrahls r^, t^, t^, t^ sind, so soll die Be- 
dingung angegeben werden, unter der der Vierstrahl har- 
monisch (Tj und Tg konjugiert). 

Resultat : (t^ -f t^) {t^ -f tJ = 2 (tq t^ + t.^ t^) (man 
vgl. 13) S. 12. 

Aufgabe 14. Sind ab cd die Strahlen eines harmo- 
nischen Büschels und ist m der Strahl, welcher das kon- 
jugierte Paar a b symmetrisch trennt, so soll bewiesen 
werden, dafs tg^ (a m) = tg (m c) tg (m d) (vgl. S. 12 u.). 

Die sämtlichen Strahlen, welche zu zwei festen Strahlen 
harmonisch sind, bilden wieder eine Involution, und da 
die charakteristischen Gleichungen dieselbe Gestalt behalten 
haben, so gelten unsere Sätze und,, Rechnungen aus dem 
I. Abschnitt fast wörtlich mit der Änderung von Punkt in 
Strahl; insbesondere ist die Strahleninvolution hyper- 
bolisch, wenn tg(m c) tg(m d) = p^; elliptisch, wena 
gleich — p^ und parabolisch, wenn tg(mc) tg(m(i) = 0. 
Auch das Aufgabenmaterial ist aus Abschnitt I zu ent- 
nehmen. 

Der Hauptsatz vom harmonischen Büschel ist umkehr- 
bar, wie schon aus der Konstanz des Doppelverhältnisses folgt,. 

AP A A Q l' 

bezw. daraus, dafs 7=rD = -2;77rr = ~2 ^^^ ^^® ^^^ Gleichung 

\j ± a* \j\^ a" 

— = — — folgt A = — A', also: 

Verbindet man irgend vier harmonische^ 
Punkte mit einem Punkt S, so entsteht ein. 
harmonisches Büschel. 
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Man sagt in diesem Falle, das Punktsystem wird von 
Punkt S aus projiziert. 

Aufgabe 15. Wird eine Strahleninvolution 
durch eine Gerade geschnitten, so entsteht 
auf der Geraden eine Punkt - Involution 
gleicher Art. 

Aufgabe 16. Wird eine Punktinvolution 
von einem Punkt S aus projiziert, so entsteht 
eine gleichartige Strahleninvolution. 

Aufgabe 17. Die 4 Strahlen U^, U^, V^ — XV^, 
Uj — it^Ug, haben das Doppelverhältnis lifi. Greift man 
4 beliebige Strahlen, die zu 4 beliebigen Werten des 
Parameters gehören heraus, so soll das Doppelverhältnis 
bestimmt werden. 

[Man setze U^ — ^i Ug = V^^, IJ^ — ^2 Ug = Vg, und 

benutze den Satz f(xy)i cf(xy).] 



Resultat : -y ^ : -y y- ; wann sind die Strahlen 

harmonisch ? 

Aufgabe 18. Man beseitige in dem allgemeinen 
Ausdruck des harmonischen Doppelverhältnisses den Nenner. 

Resultat : (A^ -|- X^) {l^ -\-l^) = 2 {X^ X^ -f- X^ X^) ; vgl. 
Aufgabe 13. 

Man kann also die Gröfse X geradezu als Koordinate 
des Strahls im Strahlenbüschel ansehen, wie die Abscisse 
für den Punkt auf der Geraden, die man, insofern sie nur 
als Träger einer Reihe von Punkten auftritt, Punktreihe 
nennt, und es zeigt sich die vollständige Analogie zwischen 
Strahlbüschel und Punktreihe. 

Zwei Strahlbüschel heifsen projektiv zugeordnet, sobald 
sie auf die Form Uj — A Ug , V^ — A Vg gebracht sind, 
d. h. also, sobald die Strahlen, welche gleichen Werten des 
Parameters entsprechen, zugeordnet sind. 

Aufgabe 19. Bestimme den Ort der Durchschnitts- 
punkte der zugeordneten Strahlen zweier projektiver Strahl- 
büschel S { U^ — A U^ und S'{Vi— ;iV,. 

Resultat : U^ V^ — U^ V^ ^ [U, V,] = 0. 

Warum gehören S und S' diesem Orte an? Von welchem 
Grad ist die Ortsgleichung? 
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Hauptsatz über projektive Strahlenbttschel (Zeichen der 
Projektivität /\): 

Sind zwei Strahlenbüschel /\, so ent- 
sprechen 4 harmonische Strahlen einander 

(da k = X). 

Aufgabe 20. Sind zwei Büschel /\, und schneiden 
sich die entsprechenden Geraden auf einer Geraden, so heifsen 
sie perspektiv. Zu beweisen: Schneiden sich 3 Paar ent- 
sprechender Strahlen auf einer Geraden, so sind die Büschel 
perspektiv. 

Grund: Das Doppelverhältnis der Strahlen ist gleich 
dem der Strecken auf der Schnittgeraden. 

Aufgabe 21. Die projektive Beziehung zweier Büschel 
bleibt ungeändert, wenn man die Grundstrahlen Ui,!!^ und 
V^, Vg durch irgend zwei Paar entsprechender Strahlen 
ersetzt (Aufgabe 17). 

l^t-K U* =W,; V. -A, V, = T, etc.] 

Aufgabe 22. Wieviel Paare zweier Strahlenbüschel 
kann man willkürlich zuordnen, wenn die Büschel /\ be- 
zogen sein sollen? 

Drei, daA'V,U(^V,). 

Aufgabe 23. Die nötige und hinreichende Bedingung, 
dafs die Büschel S und S', welche /\ sind, perspektiv seien, 
ist, dafs S S' entsprechend S' S, es soll dieselbe algebraisch 

ausgedrückt werden. (Aufgabe 19: Vi' Vi — W VJ = 0.) 

Da in diesem Falle jeder Punkt von S S' als Schnitt 

zweier entsprechender Strahlen angesehen werden kann, so 

mufs die Gleichung 2. Grades sub Aufgabe 19 in diesem Fall 

von jedem Punkt der Geraden S S' erfüllt werden, d. h. sie 

mufs (vgl. Aufgabe 2) ein Linienpaar darstellen. Rechnung: 

Wir machen hier zuerst Gebrauch von einem wichtigen 

Hülfsmittel, wir führen eine Hülfsvariabel e ein, indem vinir 

s s 

X = — , y = — setzen; sobald Sg = 1, sind s^ und Sg mit x 

und y identisch und im allgemeinen soll Sg diesen Wert 1 
haben, dann ist Uj = i^ ai Si, Ug = 2" bi Si, V, = 2" «i Si, 
Vg = 2/?! Si, die Summation soll ein für allemal auf die Werte 

1, 2, 3 der Marke i erstreckt werden. Ist dann S { Si, S' { s/, 



60 in. Die gerade Linie. 

so ist (vgl. S. 31) irgend ein Punkt auf S S' } Si -f- ^ s'i ? wo der 
Parameter l von — oo bis -|- oo geht und für A = oo der 
Punkt s'i eintreten soll. Dann ist 

Ui(s + Äs')V, (s + As') — U^Cs + AsOVJs + As') 

= A (ur vj — ur vj) + X (u; vr — uj v«/) 

+ (UJ vj — u; vj) + x^ (üj' v.r— ur YV). 

Die 3 letzten Glieder des 4gliedrigen Aggregats ver- 
schwinden von selbst, weil fttr S gleichzeitig Uj und Ug 
und für S' desgleichen Vj und V^ verschwinden, somit bleibt 
nur das erste und das ist nach Voraussetzung. Die Auf- 
stellung des Ausdrucks für den eigentlichen Ort der Schnitt- 
punkte, z. B. durch Division, wollen wir hier unterlassen, 
bezw. dem Leser überlassen. 
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In dem vorigen Paragraphen tritt eine Reciprocität 
zwischen den Punkten Einer Geraden und den Geraden Eines 
Punktes, d. h. den Strahlen eines Büschels hervor. Diese 
Reciprocität läfst sich analytisch formulieren. Es sei: 

1) öTi Si + <^2 Sa + ^8 s« = 

eine Gleichung in homogenen (Hesse'schen) Koordinaten, 
wo Sg die Hülfsvariable ist, vgl. Aufgabe 23, und x = s^:S3, 
j = B^:8^ die gewöhnlichen Koordinaten; das Wertsystem 
0, 0, sei ausgeschlossen ; dann ist s^ = charakteristisch 
für die Punkte der X Achse, Sg = bedeutet die Y Achse 
und Sg = die Unendlichferne (Gerade). Betrachten wir 
^19 hj h einzehi genommen als unbeschränkt veränderlich 
aber durch 1) gebunden, so sagt 1) aus, dafs die betreffenden 
Punkte auf Einer Geraden liegen, falls a^y o^ .. , bezw. die 
Quotienten öTj : (jg . . . feste Werte haben, und diese Gerade 
ist durch die Werte der Quotienten a festgelegt, da wir 
sie deuten können als — u und — v aus 6 a) § 12. Diese 
Quotienten, bezw. die a, bestimmen die Gerade und sind 
daher im Sinne von § 1 Linienkoordinaten. Wir können 
aber eben so gut den Zeichen s bestimmte Werte Sip, S2p, Ssp 
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beilegen, dann bestimmen sie einen Punkt P {—^ . . . und 

l Ssp 

können a^ . . . als yariabel aber durch 1) gebunden be- 
trachten, dann erhalten wir unzählig viele Geraden, die alle 
durch den Punkt gehen. Da jede Gerade, welche durch P 
geht, sich auf die Form 1) bringen läfst (mit der Marke p 
an den s) und nur diese, so kann 1) angesehen werden als 
die Gleichung des Punktes P in Linienkoordinaten. 
a^rcTj, ... bezw. Oj^, a^, a^. Dieselbe Gleichung stellt 
also, je nachdem wir willkürlich die a fest und die 
s variabel, oder die s fest und die a variabel be- 
trachten, also je nach unsrer Auffassung, eine 
Gerade oder einen Punkt dar. 

Hierin liegt der analytische Ausdruck des von Poncelet 
zuerst ausgesprochenen, von Gergonne formulierten wichtigsten 
Princips der heutigen Geometrie, des Dualitätsprincips. 
Wir sehen, heifst dies, in der Ebene die Gerade eben 
so gut als Grundelement an wie den Punkte und 
indem wir die Worte: Punkt und Gerade vertauschen, 
tritt zu jedem Satz ein entsprechender dualer 
hinzu, der aber gelegentlich mit dem ersten zu- 
sammen fallen kann, wie z. B. der Satz: Schneidet 
man 4 Strahlen eines Büschels (I^mktes) durch 4 Punkte 
einer Reihe (Gerade), so sind die Doppelverhältnisse gleich. 

Aufgabe 1. Jede in Linienkoordinaten lineare 
Gleichung stellt einen Punkt dar. 

Aufgabe 2. Die Linienkoordinaten t u. b der Form 7 a 
§ 12 durch die a auszudrücken, desgl. die Gröfsen a und b 
der Form 6), desgl. die Hesse'schen Koordinaten. 

Aufgabe 3. WelchenPunkt stellt — a^ S+cTj 3 — a^ dar? 

Aufgabe 4. Welchen a3S3p = 0, Ssp^O? Antw. 0. 

Aufgabe 5. Wenn die Konstanten s der Gleichung 
eines Punktes eine unveränderliche Zahl, einen Parameter, 
X im ersten Grad enthalten, so liegen alle Punkte, welche die 
Gleichung darstellt, auf Einer Geraden (vgl. Aufgabe 7 S. 55). 

Giebt man in <ri(Sip-f-Asiq)-f-<^2 (82p + ^82q) + ^3(83? 
-|- Ssq) = dem l einen bestimmten Wert, so stellt sie einen 

Punkt S dar, dessen Punkt-Koordinaten ^^T" . ^^ . . . und 

Ssp -|- A S3q 
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d.i. einen Pnnkt anf der Geraden P Q, wo P {xip ... Q{xiq... 

Aufgabe 6. Welchen Pnnkt liefert a^ 2 — a^ 3 = 0? 

[Da Sj = 0, so liegt der Pnnkt im unendlichen in der 
3 
durch T = — bestimmten Richtung; wir sehen dies direkt, 

da (Tj : a, = 3 : 2 = b : a, d. h. der betreffende Punkt ist 
der Ort (das Erzeugnis) aller Geraden, welche auf den 
Achsen Abschnitte liefern, welche sich wie 2 : 3 verhalten.] 

Aufgabe 7. Den Ort aller Geraden zu bestimmen, 

welche von zwei festen Punkten P { a, Uip -[- . . . und 

Q{^i ^iq ~l~ • * - entgegengesetzt gleichen Abstand haben. 
[Der Abstand des Punktes P von der Geraden (jj s^ + . . . 

Pu 
ist (vgl. Aufgabe 12, § 13) — =— , wo (i eine für die Gerade 

konstante Zahl und P für seine Gleichung eintritt, also 

P Q 
haben wir = oder SaqP-j-Ssp Q = 0; diese 

Gleichung stellt, weil linear in den a, einen Punkt M dar, 

und da Sip = Xip Ssp . . . so ist M | ' 7^^ . . ., d. h. M ist 

der Mittelpunkt der Strecke PQ. Geometrisch ist dies 
ohne weiteres klar, da die Lote von P und Q auf jede Gerade 
durch die Mitte von PQ entgegengesetzt gleich sind und v.v.] 

Aufgabe 7a. Der Ort aller Geraden, welche von P 
und Q gleichen Abstand haben, zu bestimmen. 

[Der in der Richtung PQ unendlich ferne Punkt J2pq, 
was geometrisch einleuchtet, da jede Parallele zu PQ und 
nur diese von P und Q gleichen Abstand hat.] 

Aufgabe 8. Der Ort aller Geraden, deren Abstände 
von P und Q das Verhältnis l haben. 

[2) S3q P — A Sap Q = { L I ^^^ ^ ... Wenns3q=S8p, 

so haben wir P — ÄQ für den Punkt, der die Strecke PQ 
im Verhältnis l teilt, wobei X für innere Punkte negativ. 
Geben wir A die Werte von — oo bis +oo, wobei für 
A = 4- 00 Q eintreten soll, so stellt 2) alle Punkte L der 
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Geraden PQ dar. Wir nennen diese Punkte Pnnktreihe, 
die Gröfse k den Parameter, die Gerade PQ den Träger 
der Punktreihe, ist A = — 1, so ist L die Mitte der end- 
lichen Strecke PQ, ist A = -|-l, so ist L^J2pq die Mitte 
der unendlichen Strecke QJ2P yg\. S. 31. Nach Definition 
harmonischer Punkte sind P, Q, P — AQ, P + ^Q die 
Gleichungen harmonischer Punkte, wenn S8p==S3q ist, und 
zwar bilden P, Q, P — Q, P -f- Q das ausgezeichnete System, 
entsprechend H^, Hg, H^ — Hg, Hj + Hg. Durch Vermitt- 
lung der unendlich fernen Elemente können sich also auch 
metrische Relationen dual entsprechen.] 

Aufgabe 9. P { cosaxp + cos/^yp — ö, Q{axq + byq 
-|- 1. Gleichung von M? — Bringen wir die Gleichungen in 
homogene Form, so mufs, da die a Quotienten identisch sein 

sollen, Q' { — <JQ für Q gesetzt werden, wodurch M { P-|-(JQ. 
Aufgabe 10. Gleichung von J2pq, wenn P{cosa Sip 
-|-co8/?S2p — 2, Q{ cosaSiq + cos/5?82q — 3; Ssp = + 2n, S3q 
= 3n, J2pq{3P — 2Q = 0. 

Hervorzuheben ist, dafs das Doppelverhältnis von 
4 Punkten P^, Q, P — IQ, P — .a Q stets l : ^ ist, wie 
auch Ssq sich zu Ssp verhalten möge. 

Man könnte auch wörtlich denselben Weg oder dieselben 
Wege einschlagen, wie in § 13 und die Gleichung eines 

beliebigen Punktes R { W, auf die Form X^ Wp + K ^q 
-[-AgSsr bringen; wenn l^ verschwindet, so üegt R auf 
P Q und wenn R auf P Q liegt, mufs ig verschwinden. Man 
hätte auch die Linienkoordinaten a, : a^ und a^ : a^ der 
Verbindungsgerade von P Q aus Wp = 0, Wq = berechnen 
und in R einsetzen können, gerade wie im § 13. 

Die Bedingung, dafs 3 Punkte in gerader Linie liegen, 
läfst sich auch in die Form bringen wie im § 13. 

Aufgabe 11. Die Gleichung des Punktes sei ux-|-vy 
— 1 = 0, die Gleichung des Punktes zu bestimmen, der 
auf zwei gegebenen Geraden (%, v^), (Ug, Vg) liegt. Resultat 
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Aufgabe 12. Dieselbe Gleichung in homogenen 
Koordinaten. 

Aufgabe 13. Die Gleichungen der drei Ecken eines 
Dreiecks seien A = 0, B = 0, C = ; zu beweisen, dafs 
die Gerade, welche die Mitte zweier Seiten verbindet, der 
dritten parallel ist. 

Aufgabe 14. Zu beweisen, dafs die Gerade, welche 
zwei entsprechende Punkte auf 2 Seiten verbindet, der 
dritten Seite parallel ist. 

(C — A A) — (C — A B) + A (A — B) = 0. 

Aufgabe 15. Welcher Punkt hat die Gleichung 

A + B + C = 0? 

Aufgabe 16. Die Gleichung des Höhenfiifspunktes 
D von ha anzugeben. 

[Ccoty + Bcot/9=0]. 

Aufgabe 17. Zu beweisen, dafs die 3 Höhen sich in 

Einem Punkt schneiden. [H { A cot a + B cot /9 -|- C cot y = 
liegt auf jeder Höhe.] 

Aufgabe 18. Wenn a, b, c die Seiten sind, welcher 
Punkt ist 

m'{Aa + Bb + Cc = 0? 

Da die Gleichungen des Punktes, der Punkte einer Reihe, 
der harmonischen Punkte in Linienkoordinaten mit denen 
der Geraden etc. in Punktkoordinaten völlig übereinstimmen, 
so bleiben auch alle Folgerungen bestehen, insbesondere 
entspricht die Lehre von den projektiven Punktreihen 
der Lehre von den projektiven Strahlenbüscheln dual. 



Punktreihe, bezw. ihren Träger die Gerade, und Strahl- 
büschel, bezw. seinen Träger den Punkt, bezeichnen wir ge- 
meinsam als Grundgebilde erster Stufe (lineare), Zeichen G, 
und, wenn wir sie unterscheiden wollen, als I und S. Es 
können auch I und S projektiv auf einander bezogen 

werden, dann ist i^ j P^ — A Pj und S j u^ — / u^ und zu 
gleichen Werten des A gehören entsprechende Elemente. 
Ö und I sind perspektiv, wenn drei Elemente des einen 
Gebildes auf den entsprechenden der andern liegen, denn 
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es liegt nach dem Satz von der Gleichheit des Doppel- 
yerhältnisses dann jedes Element auf seinem entsprechenden ; 
wir sagen dann I ist ein Schnitt von S, nnd S ist ein 
Schnitt („Schein" bei Reye, Geometrie der Lage) von I; 
die Schnitte desselben Gebildes sind nnter sich perspektivisch. 

Wir beweisen zunächst den Umkehmngssatz: 

Zwei Gebilde G sind projektiv, wenn je 4 
harmonischen Elementen des einen vier harmonische 
Elemente des andern entsprechen. 

Es seien Aj, A^, Aj — XA^jA^-\-X A^, vier (harmonische) 
Elemente von G» nnd B^, Bg, Bj — /ijäg, Bj-j-^iBj die 

ihnen entsprechenden von Gt>, j mit B^, B^, B^ — A I -y- B, j . . , 

Statt D^ — AD, kann man also setzen D^ — A (c D,). Dadurch 
wird nur die Bedeutung der Eonstante l geändert, also sind 

die 4 Strahlen Bi etc. [ B, , B, , B, — A B, , B^ + A B^ , und damit 
ist der Satz bewiesen. 

Aufgabe 19. Zwei Gebilde G sind /\, wenn je 4 
Elemente des einen 4 Elementen des andern mit demselben 
Doppelverhältnis entsprechen. 

Ist Gj' perspektiv (Zeichen etwa 7\) zu G^ und G,' 

perspektiv zu G, und sind G^ und Gg /\, so ist auch Gj' /\ G,'. 

Aufgabe 20. Zwei gleichartige Gebilde G sind per- 
spektiv, wenn die Gesamtheit der Kombinationen ent- 
sprechender Elemente ein Gebilde erster Stufe (und zwar 
ein ungleichartiges) liefert. 

Aufgabe 21. Drei Strahlen des Punktes S : a, b, c 
sind willkührlich den Strahlen des Punktes S^ : a, , b^ , c^ als 
projektive zugeordnet ; zu einem vierten Strahl d von S den 
entsprechenden von S^ zu konstruieren. 

[Man lege durch einen Punkt, in welchem sich zwei 
entsprechende Strahlen schneiden, z. B. durch A (Fig. 15) 
zwei Geraden u und u, ; u schneide die S-Strahlen in B und C, 
u^ die S, -Strahlen in B^ , Cj . Die Punkte von u und u^, welche 
den zugeordneten Strahlen von S und Sj entsprechen, bilden 
dann zwei projektive Punktreihen und weil der Verbindungs- 
punkt A der Träger sich selbst entspricht, so sind die Punkt- 
reihen perspektiv. Die Kombinationen der entsprechenden 
Elemente B B^, C C^ etc. liefern Einen Punkt R oder anders 

Simon, Oeometrie der Ebene. 5 
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Fig. 15. 



ausgedrückt, u und u^ sind Schnitte des Strahlbüschels K. 

Der Strahl d schneide die Gerade u in D, dann schneidet 

RD die Gerade u^ in D, und 
S, Dj ist der entsprechende 
Strahl. Die Büschel S und S^ 
sind also projektiv be- 
zogen mittelst des Büschels 
E, welches zu beiden zu- 
gleich perspektiv ist. 

Aufgabe 22. Die duale 
Konstruktion, wenn I und Z^ 
zwei Geraden sind. 

Aufgabe 23. Wie Auf- 
gabe 21, aber S und S^ fallen 
zusammen. 

[Man sieht sofort, dafs man 
dann nur die duale Konstruktion 
von Aufgabe 21 auszuführen hat, 
und in diesem Falle zwei 
Bü8chel_Rj und K^ eingeschaltet werden müssen, so 

dafs S A Ri, Ri Ä R2 Ä Sr] _ _ 

Anmerkung: ^enn S /\ R, R /\ S^, so ist S ,/\ S^, aber 

wenn S^R, RASi, ist der Schlufs S~/\S^ im allge- 
meinen falsch. 

Aufgabe 24. Wie 21, aber der Strahl a entspricht 
sich selbst. 

[Ein Büschel zu interpolieren.] 

Aufgabe 25. Wenn S ^ S^, a ^ a^,_b^^ b^ [^ Zeichen 

der Identität], so ist das Büschel S dem 7\ Büschel S^ kon- 
gruent. 

Es seien G und Gj^ zwei projektive gleichartige lineare 
Gebilde, die Elemente von G seien a, b, c . . ., die ent- 
sprechenden von Gj : a^ , bi . . ., dann heifst ein Paar wie 
a b und b a ein Paar Wechselelemente. Die Kombination 
von zwei Wechselelementen, wie a und b^, giebt ein den 
ursprünglichen Elementen duales, also wenn G und G^ 
Strahlenbüschel sind, ist (ab^) ein Punkt: Wechselpunkt 
und (baj der entsprechende Wechselpunkt und der Ver- 
bindungsstrahl von {b.\) und (b a,) heifst ein Wechselpunkt- 
Strahl (bezw. Wechselstrahl-Punkt). Es gilt der Satz: 
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Die Gesamtheit aller Wechselpunkt-Strahlen 
ist ein Strahlbüschel. 

Beweis : Die Punktreihe, in welcher der Strahl a von S 
die Elemente von S, schneidet (s. Fig. 16) und diejenige, 
in welcher a, die Elemente von S schneidet, sind per- 
spektiv, weil sie den Punkt (aa^) als sich selbst ent- 
sprechendes Element besitzen, also gehen die Geraden, 
welche die entsprechenden Punkte beider Punktreihen ver- 
binden, durch Einen Punkt P. Dieser Punkt P liegt aber 
da, wo der Strahl t, welcher S^ S in S entspricht, den Strahl f 




Fig. 16. 

schneidet, welcher S S^ in S^ entspricht. Es schneidet näm- 
lich a den Strahl S^ S in S selbst, und a, den Strahl t auf t 
in X und da S auf t liegt, so ist S X ^^ t, und t geht durch P 
und dasselbe gilt von t^. Der Punkt P ist also für alle 
Perspektiven Punktreihen, die von a und a^, b und b^ etc. 
herrühren, derselbe. 

Aufgabe 26. Beweis des dualen Satzes: 

Die Gesamtheit aller Wechselstrahl-Punkte ist 
eine Punktreihe, deren Träger die Verbindungs- 
gerade g der beiden 11^^ und I^ I entsprechenden 
Punkte ist. 

Aufgabe 27. Wo liegt P, wenn S^S^? 

Aufgabe 28. Wo liegt g, wenn i^TX -^i? 

5* 
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Die Aufgabe 28 kann auch die Fassang annehmen: 

Aufgabe 29. Durch den unzugänglichen Schnittpunkt 
zweier Geraden eine Gerade zu ziehen. Duale Aufgabe? 

Aufgabe 30. Mittels des Satzes von den Wechsel- 
punktstrahlen zu drei Paaren zugeordneter Strahlen die 
Bttschel zu konstruieren. 

Greift man aus zwei Perspektiven Büscheln S und S' 
zwei entsprechende Systeme von harmonischen Strahlen 
heraus, von denen einer der sich selbst entsprechende Strahl 
— das Doppelelement — SS' ist, so schneiden sich die ent- 
sprechenden Strahlen auf Einer Geraden. Die Strahlen seien 
u^ u^ Ug u^, Uj' . . ., u^, und u,' schneiden sich in Q, u, und 
U3' in C, u^ und u^' in A'. Da aber auch u^, u,, u^, u^ 
und Uj', u^', u^', Ug' vier harmonische entsprechende Strahlen 




Fig. 17. 

sind in den Perspektiven Büscheln S und S', so schneiden sich 
auch diese paarweise auf Einer Geraden, welche durch 

Q i («9 O geht. Fig. 17 Q C P A. (Der Strahl S^ Q = u^' 
fehlt in der Figur.) Wird das Viereck S A' S' C als System 
der 4 Geraden, welche seine Seiten bilden, aufgefafst, so 
gehören zum vollständigen Vierseit auch die Ecken 
A und C, während SS', AG und A' C die Diagonalen sind 
und man hat den Satz: 

Im vollständigen Vierseit teilen die Diago- 
nalen einander harmonisch oder übersichtlicher: 
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Durch jede Ecke eines yollständigen 
Vierseits gehen 3 Strahlen, die beidenSeiten 
und eine Diagonale; der zur Diagonale zu- 
geordnete 4. harmonische Strahl ist die 
Gerade, welche die Ecke mit dem Schnitt- 
punkt der beiden nicht durch die Ecke gehen- 
den Diagonalen verbindet. 

Von diesen 4. Strahlen ist in der Figur nur S Q gezogen. 

Aufgabe 31. Den Satz direkt durch Rechnung zu 
beweisen. 

[Ui, u,, Uj— Au,, Uj + Au,;— u,, u,', u^— A^u,', 
Uj-f-^i ^'; °8 — ^' = ^4' — u^ = AjU,' — Au, und Uj^u, 
und ebenso u^ — Ug' = u^' — Ug = Au, 4" ^'^' ^^^ % ^ ^-J 

Aufgabe 32. Den dualen Satz zu beweisen. 

[4 Punkte als vollständiges Viereck haben 
6 Seiten, d. h. Verbindungen zu je zwei.] 

Aufgabe 33. Zu drei gegebenen Punkten ACQ den 
zu Q konjugierten 4. harmonischen mit dem Lineal zu kon- 
struieren. 

Ziehe S A, S C (S willkürlich) und kreuze von Q aus 
die Strahlen SA, SC durch QC'A', AC und CA' 
schneiden sich in S', so trifft S S' die Gerade im verlangten 
Punkt P. 

Aufgabe 34. Zu drei Strahlen SA, SS', SC den 
zum mittleren konjugierten 4. harmonischen mit dem Lineal 
zu konstruieren. 

Man kreuzt die drei Strahlen durch 2 Schnitte, welche 
S' gemein haben, verbindet die freien Endpunkte A' C 
und A C, welche sich in Q schneiden, und zieht S Q. 

Aufgabe 35. Da, wenn P die Mitte von AC, Q im 
Unendlichen und v. v., und wenn S P den Winkel A S C 
halbiert, S Q auf ihm senki-echt steht und v. v., so lassen 
sich jetzt die Steiner sehen Linealkonstruktionen ausführen, 
z. B. durch Einen Punkt zn einer Geraden die Parallele zu 
konstruieren, wenn auf der Geraden eine halbierte Strecke 
gegeben ist; wenn ein halbierter Winkel gegeben ist, im 
Scheitel auf dem Halbierungsstrahl die Senkrechte zu er- 
richten. 

Aufgabe 36. Gegeben eine Gerade g und zwei 
Punkte A und B aufserhalb g; nimmt man auf g einen be- 
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liebigen Punkt S an, so wird g durch SA und SB von seinem 
harmonischen Strahl SP getrennt; das Erzeugnis aller Strahlen 
S P zu bestimmen, wenn S die Gerade durchläuft. [Resultat : 
Der Punkt P, welcher mit dem Schnittpunkt von g und AB 
die Punkte A und B harmonisch trennt, der harmonische 
Pol von g.] 

Aufgabe 37. Die duale von 36. [Resultat: Die 
harmonische Polare des gegebenen Punktes.] 

Die Figur des Satzes vom vollständigen Vierseit läfst 
sich noch weiter verwerten; wir wollen die Bezeichnung 
ändern, namentlich dadurch, dafs B an Stelle von S tritt. 
Wir haben dann (Fig. 18) ein Dreieck ABC und eine 

Transversale, d. h. die 
B Seiten durchschneidende 

F D E. Die Gleichungen 
der Punkte A, B, C seien 
A = 0, B = 0, C=0, dann 
ist Punkt 

F{sbA — AgBSa, D{scB 

— AjCsb, E{saC — AgSoB, 
wo die Marke 3 bei den 
s fehlt. Die Gleichung ist 
für die Koordinaten a jeder 
durch F bezw. D bezw. E 
gehenden Geraden erfüllt, 
also sind es alle durch die 
Koordinaten der Geraden 
F D E, welche wir durch die 
Marke g andeuten, also 

BD . SaC. CE 
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Dies ist der Satz von Menelaos (98 p. Chr.): 
Werden die 3 Seiten eines Dreiecks von 
einer Geraden (Transversalen) geschnitten, 
so sind die Produkte der Wechselabschnitte 
einander gleich. 

Der duale Satz ist der Satz von Ceva (1699): 
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Seiin^iden sich drei Ecktransversalen eines 
Dreiecks in Einem Punkt, so sind dieProdukte 
der Wechselabschnitte entgegengesetzt gleich. 

Der Beweis folgt unmittelbar daraus, dafs E der zu D^ 
konjugierte 4. harmonische Punkt ist. 

Aufgabe 38. Den Ceva durch analoge Rechnung zu 
beweisen (Sinussatz). 

Aufgabe 39. Mittels Menelaos und Ceva den Satz 
vom vollständigen Vierseit zu beweisen. 

Menelaos und Ceva sind umkehrbar und darin besteht 
ihre Bedeutung; also: 

Liegen 3 Punkte auf den drei Seiten eines 
Dreiecks so, dafs die Produkte der Wechsel- 
abschnitte gleich sind, so liegen die 3 Punkte 
in Einer Geraden. 

Liegen 3 Punkte auf den drei Seiten eines 
Dreiecks so, dafs die Produkte der Wechsel- 
abschnitte entgegengesetzt gleich sind, so 
schneiden sich die 3 zugehörigen Ecktrans- 
versalen in Einem Punkt. 

Man sieht, dafs, sobald man einen Teilungspunkt einer 
Dreiecksseite durch seinen harmonischen in Bezug auf die 
Ecken ersetzt, die Gleichungen des Menelaos und Ceva in 
einander übergehen, es gehören also immer 4 Sätze zu- 
sammen als eine Gruppe, welche durch Vertauschung eines 
Punktes, zweier, dreier Punkte mit ihren harmonischen aus 
einander hervorgehen. 

Aufgabe 40. Den Menelaos auf ein Vieleck von 
beliebig viel Seiten auszudehnen. 

Aufgabe 41. Die Verallgemeinerung der Umkehr des 
Menelaos. 

Aufgabe 42. Anwendungen der Sätze von Menelaos 
und Ceva: 

In jedem Dreieck schneiden sich die Mittellinien, die 
Winkelhalbierenden, die Höhen, die Linien, welche die 
Ecken eines Dreiecks mit den Berührungspunkten des In- 
kreises verbinden, die 3 Mittelsenkreehten, die Halbierungs- 
linien zweier Aufsenwinkel und des 3. Innenwinkel etc. in 
Einem Punkte. 

Aufgabe 43. Die zugehörigen Gruppen aufzustellen 
und dadurch z. B. zu beweisen: 
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Die 3 Berührungssehnen des Inkreises schneiden die 
Gegenseiten in 3 Punkten, welche auf Einer Geraden liegen. 

Die 3 Seiten des HöhenftLfspunktendreiecks schneiden 
die Gegen (Antiparallelen)seiten des Hauptdreiecks in drei 
Punkten Einer Geraden. 

Aufgabe 44. Die Gleichungen dieser Geraden auf- 
zustellen. 

Aufgabe 45. Die drei äufseren Ahnlichkeitspunkte 
dreier Eieise liegen auf Einer Geraden; die Gruppen 
au&ustellen. 

[Ahnlichkeitspunkt zweier Bjreise heifst jeder der Punkte, 
welcher die Centrale oder Achse im Verhältnis der Radien 
teilt.] 

Zu jedem Punkt auf einer Strecke gehört ein Gegen- 
punkt in Bezug auf die Mitte, d. h. die Abschnitte 
lassen sich vertauschen. Sind die Gleichungen des Menelaos 
und Ceva für die Punkte F, D, E der Fig. 18 erfüllt, so sind 
sie es auch für die Gegenpunkte F'D'E', es gehört 
also zu jeder Transversale eine Gegentrans- 
versale (reciprok) und zu jedem Schnittpunkt 
von Ecktransversalen ein Gegenpunkt als 
Schnitt der Gegenecktransversalen. Der Satz 
ist wichtig für die Lehre von den merk- 
würdigen Punkten im Dreieck. 

Aufgabe 46. Durch diesen Satz zu beweisen, dafs 
die 3 Ecktransversalen nach den Berührungspunkten des 
der Gegenseite angeschriebenen Kreises sich in Einem 
Punkte schneiden. 

.A^ufgabe 47. Durch Rechnung ist, wenn man SA 
und S C (Fig. 1 7) zu Achsen wählt, ohne Mühe zu zeigen, 
dafs die SMittenX, Y, Z der 3 Diagonalen des voll- 
ständigen Vierseits SA' S' C in Einer Geraden liegen; 
es soll mittels Menelaos gezeigt werden, dafs XP'.YQ.ZP 

= 4-SS'.A'C'.AC ist. 

o 

Aufgabe 48. Durch den Ceva zu zeigen, dafs die 
3 Hülfslinien zum Pythagoras sich in Einem Punkte schneiden 
(vgl. Aufgabe 9, S. 55). 

Aufgabe 49. Errichtet man über den 3 Seiten eines 
Dreiecks gleichseitige Dreiecke nach aufsen, so schneiden 
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sich die drei Eektransversalen in Einem Ponkt, sowohl die 
nach den Spitzen, als nach den Mitten. 

[Nennt man die Spitzen entsprechend P, Q, R, so sind, 
wie dorch den Cosinussatz ohne weiteres klar, A P, B Q, C R 
einander gleich , also A x : B x = b sin {a-\-60):8L sin 
iß + 60) etc.] 

Aufgabe 50. Errichtet man die drei Drei- 
ecke nach innen, so liegen die Spitzen in 
Einer Geraden. 

Aufgabe 51. Gegeben ein Dreieck und eine Seiten- 
transversale, die Eektransversalen nach den Mitten der von 
der Seitentransversale bestimmten Strecken schneiden die 
Gegenseiten in 3 Punkten Einer Geraden. 

[Sinussatz.] 




Fig. 19. 

Aufgabe 52. Der Satz von Desargues (§ 6): 

Die 3 Paare Gegenseiten eines vollständigen 
Vierecks werden von jeder Geraden g in 3 Punkte- 
paaren einer Involution geschnitten. 

Ein vollständiges Viereck (Figur 19) Pj P^ P3 P^ hat 
6 Seiten, Gegenseiten sind je zwei Seiten, welche keine 
Ecke gemein haben, also P^ Pg . und Pg P^ etc. 
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Man betrachte z. B. das Dreieck Cj C^ R und der Reihe 
nach P,P,A„ P4P2B,, PgP^A,, Pg P^ B, als Trans- 
yeisaleii imd wende den Menelaos an; so erhält man die 

Desarguessche Relation r>^ p^ n u^ ^= n p^ n ^ ? womit 

der Satz bewiesen ist. Man wähle zur Übung Dreieck Bj Bg Q 
und A^ Aj S. 

Aufgabe 53. Den Satz vom vollständigen Vierseit 
aus dem Satz von Desargues zu beweisen. 

[Man lege g durch zwei Schnittpunkte zweier Paare 
Gegenseiten, z. B. Q und S, R und S.] 

Aufgabe 54. Den dualen Satz: Die 3 Paare Gegen- 
punkte eines vollständigen Vierecks etc. zu beweisen. 

Aufgabe 55. Jn einer durch zwei Punktpaare gegebenen 
Involution zu einem beliebigen 5 Punkt den zugehörigen 
mittelst des Lineals zu konstruieren. 

Aufgabe 56. Das Centrum einer auf g durch zwei 
Punktepaare gegebenen Involution mittelst einer Parallelen 
zu g und des Lineals zu konstruieren. 

[Gegeben B^, Bg und A^, A^ ; man wähle auf der Parallelen 
P^ und P^, ziehe P^ B, und P4B2, Schnittpunkt Q, ziehe 
P^ Aj und P^ Ag, Pj Aj schneidet P^B^ in Pg, P4 A^ schneidet 
P^B^ in P3, so schneidet P3 P^ die Trägergerade in M; 
wie wird die Konstruktion geometrisch einfach bewiesen? 
(d. h. dafs M A^ . M Ag = M B^ . M B,), wie würden mittelst 
eines Kreises durch B^ B^ die Hauptpunkte gefunden?] 

Aufgabe 57. Wenn (Fig. 19) QS die Gerade g in 
Cg' schneidet, so soll bewiesen werden, dafs auch 

CiC«', A^B^, Ag B3 

3 Punktepaare einer Involution sind. 

[Vollständiges Viereck Q P^ P^ S.] 

War die erste Involution, wie in der Figur, hyperbolisch, 
so ist die zweite elliptisch, und umgekehrt. Man konstruiere 
ebenso B^' und Ag' und suche die Involution auf. 
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§ 17. Transformation der Koordinaten. 

Wir wollen die Transformation der Punktkoordinaten 
§ 10 noch auf eine andre Weise herleiten. 

SeiPJx|y in Bezug auf das alte System und |x,|yj 
in Bezug auf das neue, so müssen die Koordinaten gegen- 
seitig eindeutig durch einander bestimmt sein. Da aufser- 
dem X und y bezw. Xj und y^ nur unendlich werden können, 
wenn x^ und y, bezw. x und y unendlich werden, so ist 
X = yx, + (Jy^ + £, y = y, x, + ^\ Yi + «r 

e und fij bestimmen sich dadurch, dafs man x^ und y^^ 
gleich setzt, als die Koordinaten des neuen Anfangspunktes 
0' im alten System (s. § 10), x = ist die Gleichung der 

y Achse etc., also y, = V x, 1- = . . , — r x, +bft 

•^ ^^ ' sin (w' — ^P) 

(Form L § 12) also y = >, sin ff, 5 = — A sin (w' — rp\ wo 

g) = (x^y) ist. 

Nach dem Sinussatz ist i— = —^ ^-^ und da 

b^ sin w 

€ = — bft 6, so ist A = ; , demnach y = ; — —. 

" sm w sm w 

^ sin (w' — f/)) 

sin w 

Führen wir wieder den Winkel a ein (§ 10), so er- 
halten wir 

X sin w = Xj sin (w — «) + 7? sin (w — /?) + « sin w etc. 

Nehmen wir als Linienkoordinaten u und v, setzen also 
die Gleichung des Punktes in der Form ux-[-vy — 1=0 
und beschränken uns auf Drehung, so ergiebt sich u' sin w 
= u ;/ -|- V y^, v' sin w = u (J -|- V ($1, also ganz analoge Formeln 
wie für die Punktkoordinaten. 

Diese Darstellung deckt sich mit Aufgabe 24, § 12. 



§ 18. Zasammenstellung der wichtigsten Formeln 

für die Gerade. 

1. Gleichung der Geraden g, welche durch Pjxjy^ 
geht und mit -j- x den Winkel a bildet, (Koordinaten- 
winkel w § 12) : 
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1) y — yi = ^(x — xj, 

wo der Richtungsfaktor t = sin a : sin (w — a). 
Ist P j I b, so ist die Gleichung von g 

la) y — (rx + b) = 0. 

2. Bedingung dafür, dafs 4 Gerade durch S mit den 
Richtungsfaktoren Tq und r, einerseits und &q und i^, 
andrerseits einander harmonisch trennen: (S. 57.) 

2) K + ^l) (^0 + ^l) = 2 {T, T, + », &,). 

Sind die Strahlen im Strahlenbtlschel S durch ihren 
Parameter X bestimmt, so hat man nur t in 2) durch X zu 
ersetzen. 

3. Winkel rp zweier Geraden bei w = 90^ und positiver 
Drehung der ersten zur zweiten: (S. 48.) 

3) tgcp= ""^"^^ 



Die Geraden sind parallel, wenn t^ =Tq, senkrecht wenn 

1-^T^T^ = ist (w = 90<^). 

4. Gleichung, wenn g durch 2 Punkte P^ { Xj | y, und 
P« { Xa I 72 geht : (S. 33.) 



4) 



y Ji y Ya y yn» y« . y 



1 



X Xj X X2 X Xm X^ Xj^ 

5. Gleichung der Geraden in Normal- oder Hessescher 
Form: (S. 50.) 

5) H = X cos a -[- y cos /J — P = 0, 

wo, wenn w = 90^ ist, cos^ a-|- cos^ /^= 1. 

6. Abstand d des Punktes P U | ij von der Geraden 
g{H: (S. 51.) 

6) d = Hp = I cos a -}- »? cos /? — p. 

7. Gleichung der Geraden g in Achsenformen A: 

(S. 40.) 

a und b die Abschnitte, welche g auf den Achsen abschneidet 
Wird a ~ ^ mit u und b "" ^ mit v bezeichnet, so hat man 
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7a) A = ux + vy— 1=0, 

also T = , und, wenn w = 90^ : p^ (u* -[" v*) = 1. 

Ist a = 0, y endlich nnd bestimmt, so ist g || der 
X Achse; ist u beliebig, v = oo, so ist g die X Achse selbst. 

Ist y = 0, u endlich nnd bestimmt, so ist g || der 
Y Achse; ist y beliebig, n = oo, so ist g die Y Achse. 

Ist n = 0, y = 0, so ist g die unendlich ferne 
Oerade. 

Ist u = oo, y = oo, so geht g durch den Nullpunkt, 
und ist durch den Quotient u:y bestimmt; u und y sind 
Linienkoordinaten. 

8. Ist gl 1 Uj I y^ und gi | n, | y^ und ihr Schnittpunkt 
S 1§ 1 1?, so ist: 

8) § = (yj— yJiA, ij = (u,— uj:i, woA=Ujy,— u^y^. 

9. Ist w = 90® und (p der Winkel zwischen g^ und gg, 
so ist 

9) tg(p= °i^«7^^i , also sin^ y = i^ pj p'^. 

Aufgabe 10. Gleichung der Geraden in allgemeiner 
Form: 

10) ax + by + c = 

— a:c = u, — b:c = y, t = — a:b. 

Aufgabe 11. Gleichung der Geraden und des Punktes 
in homogenen (Hesseschen) Koordinaten: 

(TjSi + agS, + (r8S« = 0; 

die Gleichung stellt eine Gerade dar, wenn die Quotienten 
Oj : a,, cTg :cfg Konstanten sind und einen Punkt, wenn die 
Quotienten Si : Sg, s^ : s. Konstanten sind. 



§ 19. Übungsaufgaben für die gerade Linie als 

geometrischer Ort. 

Aufgabe 1. Von einem Dreieck ist die Basis 12 cm, 
die Höhe 19 cm, der Fufspunkt der Höhe liegt 2 cm yon der 
Mitte der Basis. Den Ort der Mittelpunkte aller in das 
Dreieck eingeschriebenen Rechtecke zu bestimmen. 
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Aufgabe 2. Satz von Neuberg. Wenn die Ecken 
A und C eines Dreiecks fest sind, und die Ecke B sich auf 
einer Geraden bewegt, so bewegen sich die Ecken nnd das 
Centrum der auf A C eingeschriebenen Quadrate auf Geraden. 

Aufgabe 3. Verallgemeinerung: Man kann statt 
der Quadrate auch die Rechtecke nehmen, deren Höhe 
zur Grundlinie ein festes Verhältnis haben. 

Aufgabe 4. Bewegt sich eine Gerade so, dafs sie von 
den Achsen Abschnitte abschneidet, deren Summe oder 
DiflFerenz konstant = k, so beschreibt der Punkt, welcher 
die schneidende Strecke in dem festen Verhältnis l teilt, 

die Gerade x (A" ' — 1) + y (A — 1) = k. 

Aufgabe 5. Wird eine Gerade in der Richtung der 
einen Achse gleichmäfsig gegen die andre gedrückt (bezw. 
gezogen), so bleibt sie gerade. 

[Es bleibt die eine Koordinate, während die andere für 
alle Punkte einen konstanten Faktor annimmt.] 

Aufgabe 6. Bewegt sich ein Winkel von konstanter 
Gröfse % so dafs jeder seiner Schenkel durch einen festen 
Punkt geht, so schneiden sich die Winkelhalbierenden in 
einem festen Punkte, wenn der Scheitel an derselben Seite 
der festen Geraden bleibt. 

Aufgabe 7. Die Diagonalen zweier Ergänzungs- 
parallelogramme, von denen keine durch eine Ecke des 
Parallelogramms geht, schneiden sich auf der Diagonale. 

Aufgabe 8. Durch Rechnung zu erweisen, dafs die 
Punkte, welche eine Schar von Parallelen zwischen den 
Schenkeln eines Winkels im festen Verhältnis teilen, auf 
einer Geraden durch den Scheitel liegen. 

[Man wähle den einen Schenkel zur x Achse und die 
Parallele der Schaar durch den Scheitel zur y Achse. Aufgabe 5.] 

Aufgabe 9. Gegeben ein Winkel und ein Punkt A; 
durch Rechnung zu erweisen, dafs die Verbindungslinien ttber 
Kreuz aller durch A gehenden Transversalen des Winkels 
sich auf dem 4 harmonischen Strahl schneiden. 

Aufgabe 10. In ein Viereck sind die Parallelogramme 
eingeschrieben, deren eine Seite eine gegebene Richtung 
hat; der Ort ihrer Mittelpunkte ist eine Gerade. 

[Macht man zwei benachbarte Seiten des Vierecks zu 
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Achsen, so sind alle Richtungen bestimmt, und die Koordinaten 
von M werden von der Form x = az -|- h> y = a' z -|- b'.] 
Aufgabe 11. Hat man auf den Schenkeln eines 
Winkels zwei Paare Punkte AB und A'B', so dafs 
A + B = A' + B' ist und verbindet sie ttber Kreuz, 
so ist der Ort der Schnittpunkte eine Gerade. 

[Achsengleichung A.] 

Aufgabe 12. Aus der Gleichung des Punktes mittlerer 
Entfernung nachzuweisen, dafs er der Ort aller Geraden ist, 
fttr welche die Summe der Abstände von den gegebenen 
Punkten Null ist. 

[Hessesche Form der Geraden , also cos a 

+ cos /9^^ — 1 = 0.1 

Aufgabe 13. Vom Punkt aus bewegt sich 
ein Körper unter dem Einflufs zweier konstanter Kräfte mit 
der Anfangsgeschwindigkeit 0; es soll bewiesen werden, dafs 
seine Bahn eine gerade Linie ist. 



IV. Abschnitt. 



Der Kreis. 



§ 20. Die Gleichung der Kurve. 

Der Kreis ist der Ort der Punkte, die von einem ge- 
gebenen Punkte, dem Centrum M j a | b eine gegebene Ent- 
fernung r haben. Darum ist (§ 9 S. 27) seine Gleichung 

K-=(x — a)2 + (y — b)« + 2(x— a)(y — b)co8w — r2==0. 

Sind X, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P, 
so ist Kp = MP2 — r^ d. L die Form Kp giebt für jeden 
beliebigen Punkt P die Differenz des Quadrates seiner Ent- 
fernung vom Mittelpunkt und des Quadrats des Radius; wir 
nennen Kp die Potenz des Punktes P in Bezug auf 
den Kreis K. 

K kann auch auf die Form gebracht werden 
K = x^4"y^ + 2xy cos w — 2 Ix — 2^£X-(-Po> 

wo Po die Potenz des Nullpunktes. 

Ist w = 90^, so geht K = über in die sogenannte 
Normalform N: 

1) N = (x — B.y -f- (y — b)2 — r^ = 

und ist auch noch M 1 | 0, so haben wir die Mittelpunkts- 
gleichung M = 0. 

2) M = x^ + y2 — r2 = 0. 

Die Gleichung des Kreises ist vom zweiten Grade, ihre 
Formen sind quadratische Formen, aber nicht jede 
Gleichung zweiten Grades ist die eines Kreises. 
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Sei f (x, y) = eine solche, so mufs sie, um einen Kreis 
darzustellen, der Form K äquivalent sein, d. h. kann sich von K 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Daraus 
folgt als erste Bedingung, dafs x^ und y* in f(x,y) den- 
selben von Null verschiedenen Koeffizienten haben müssen. 

Beseitigt man diesen durch Division, so wird f(x,y){Q und 

Q = x^ + y2 + 2sxy — 2px — 2qy + n = 0. 

Der Vergleich mit K ergiebt 1) s = cos w, also s < 1, 
2) a -f- b cos w = p, b -f- a cos v^ = q und hieraus 



3) 



>,_ q— ps „_ P— qa 

1_8«'*~" 1 — 8« ' 

_2 _ q^ + P'' — 2pqco8w _ 

• 9 n. 

sm^ W 



Ist Punkt a(-t^— , r^, so ist r^^OA^ — n. 

Ismw smv7 

Damit also eine beliebige quadratische Form 

die Form eines Kreises sei, ist nötig, dafs 1) die 

Koeffizienten von x^ und y^ beide gleich, 2) nach 

Division mit diesem Koeffizienten der Koeffizient 

von 2xy kleiner als 1 ist, 3) der Punkt A aufser- 

halb des Kreises liege, bezw. OA^>>n sei. 

Ist w = 90^, so mufs der Koeffizient s gleich sein 
und q2 4-p2;>n. 

Um die Gleichung des Kreises aus der Form Q in die 
Form N überzuführen, ist eine Koordinatentransformation 
erforderlich, wobei in die Formeln auf S. 45 für e und e' 
die Werte a und b aus 3) einzusetzen sind, a = und 
ß = 90^, da ja die X Achse nicht gedreht zu werden braucht. 

Die Gleichung des Kreises enthält 3 Konstanten a, b, r, 
also ist der Kreis durch drei seiner Punkte bestimmt. 

Aufgabe 1. Das Erzeugnis zweier projektiver Strahl- 
büschel ist ein Punktgebilde zweiten Grades, wann ist dasselbe 
ein Kreis ? Bringen vra die Grundgeraden in die Hessesche 
Form, so sind die Geraden zugeordnet, für welche A, das 
Teilungsverhältnis der Winkel, gleich ist; als Bedingung, 

dafs, wenn u^^lcos «j etc., v^ {cos a^' etc., 

Simon, Geometrie der Ebene. 6 
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ergiebt rieh ohne weiteres, dab o, — a^ = a^' — a^' sein 
mnÜB, d« h. also: 

Die Bttsehel sind kongrnent und yon gleiehem 
DrehnngssiniL Das Erzeugnis zweier kongruenter 
»Strahlbttscbel ist ein Kreis, der durch die Centren 
der Blisehel geht Figur 20. Umgekehrt nehmen wir 
auf dem Kreis M die Punkte P, A, C, Q an und Q auf 
derselben Seite tou äC wie P, dann kann man P als Scheitel 
eines Strahlbüschels auflEassen, von dem PA und PC Strahlen 




Ifig. 20. 

sind; ebenso kann man Q als Ort eines kongruenten Büschels 
aufEassen und QA dem Strahl PA zuordnen. Die beiden 
kongruenten Büschel von gleichem DrehungssiQu erzeugen 
einen Bj-eis, der mit dem Kreis M die Punkte P, Q, A nach 
Konstruktion gemeinsam hat, also dieser Kreis ist; damit ist 
ohne Rechnung der Hauptsatz vom Kreise bewiesen. 

Peripheriewinkel auf demselben Bogen sind 
einander gleich. 

Aufgabe 2. Den Satz durch Rechnung zu erweisen. 

Die Gestalt der Kurve wird analytisch am einfachsten 
aus der Form M festgestellt, doch können wir dies über- 
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gehen, überlassen auch dem Leser die Konsequenzen aus 
der Erzeugung des Kreises durch projektive Büschel (bezw. 
Punktreihen) zu ziehen, bezw. verweisen wir auf die allgemeine 
Behandlung der Kurven zweiter Ordnung Absehn. \T[. 

Aufgabe 3. Der Ort der Punkte, die von zwei festen 
Punkten Entfernungen haben, die in einem konstanten Ver- 
hältnis l stehen, ist ein Kreis. [Apollonischer Kreis; man 
teile AC innen und aufsen im Verhältnis A in P und Q 
und mache die Mitte von PQ zu 0.] 

Aufgabe 4. Bewegt sich die Spitze eines Dreiecks 
so, dafs die Summe der Quadrate der beweglichen Seiten 
konstant ist, so beschreibt die Spitze einen Kreis. [Mitte 
von AC als 0.] 

Aufgabe 5. Ort der Spitzen der rechtwinkligen Drei- 
ecke über gegebener Hypotenuse ist ein Kreis um die 
Hypotenuse als Durchmesser. [Halbe Hypotenuse sei r, 
(r-xr + y^ + (r + xr + y^ = 4r^] 

Aufgabe 6. Zu beweisen: Der Kreis, der durch die 
Mitten der 3 Seiten geht, geht durch die Höhenfufspunkte. 

[Das Dreieck sei ABC, die Mitten von AB, BC, CA 
seien F, D, E. Der Fufspunkt von \ z. B. sei Q, ferner 
(x — a)^ + (y — b)^ = r^ d. Gl. des Kreises; wenn dann 
FD die X Achse und die Y Achse durch E senkrecht 

gelegt wird, so ist 2a^Xi-|-^> wenn D{xi,0 und da 
die Konstanten b und r so bestimmt werden, dafs 

a^ + (y2 — b)2 = r^ wenn EJOjy^, so ist, da Q{§,y2, nur 
zu zeigen, dafs § = 2 a, was aus der Kongruenz von D E F 
und DBF unmittelbar klar ist. 

Hierbei ist zugleich durch Rechnung bewiesen, dafs der 
Mittelpunkt des Kreises senkrecht über der Mitte der 
Sehne liegt. 

Aufgabe 7. Addiert man die Gleichungen, welche 
die Entfernungen eines variablen Punktes von n festen 
Punkten ausdrücken, so sieht man, dafs der Ort dieses Punktes 
ein Kreis ist, sobald die Summe der Quadrate der Ent- 
fernungen konstant ist; Mittelpunkt und Radius dieses Kreises? 

[Wird IJ Xk = n I bezeichnet, etc., so ist {% — Xk)^ = 
r' + Xk^ — 2§Xk, also i;(§ — Xk)^+(i? — ykr=nß2 + 
-Srk* — 2§«n — 2i2*n = i;rk^ — n^«.] 

Aufgabe 8. Verallgemeinerung der Aufgabe 7 dadurch. 
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dafs die Quadrate der Entfemangen mit beliebigen Koeffi- 
zienten nik mnltipliziert werden. 

Aufgabe 9. Ein gleichschenkliges Dreieck hat zur 
Basis 2 b, zum Basiswinkel % es soU der Ort der Punkte 
bestinmit werden, für welche das Quadrat des Abstandes 
von der Basis gleich ist dem Rechteck aus den Abständen 
von den beiden anderen Seiten. 

[Gleichung der Basis in H - Form : y = 0, der Seite 
BC :x sin qp-j-y cos qp — bsin9) = 0; der Seite AC = 
— X sin qp -j- y cos cp — b sin qp = also : y^ = . . .]. 

Aufgabe 10. Wie verhält sich der Radius dieses 
Ortskreises zum Radius des Umkreises? 

Aufgabe 11. Welchen Wert mufs cp haben, damit 
der Ort der Punkte, für welche die Summe der Quadrate 
der Abstände konstant ist, ein Kreis sei? 

Aufgabe 12. Durch die Ecken eines Dreiecks den 
Kreis zu legen. 

Das Dreieck sei ABC, die Seite a j n^ etc., wo n die 
Hessesche Form, das Koordinatensystem sei rechtwinklig, 
dann ist die Gleichung jedenfalls von der Form 

kjc^ Ug ng + Ca Ug n^ + C3 n, n^ = 0, 

denn diese Curve ist vom 2. Grade und geht durch A { n^ = 0, 
Dg = etc. Die Bedingungen unter denen die quadratische 
Form den Kreis darstellt (bei rechtw. Koord.) geben 

Ci cos («2 + ttg) + Cj cos (ög + aj) + Cg cos (a^ -f- a^) = 
Cj sin (a^ + «g) + Cg sin («g + aj + Cg sin («j + ofg) = 

und hieraus 

Cj : Cg : Cg = sin («g — a^) : sin {a^ — «g) : sin a^ — a^) 

= sin a : sin /^ : sin y, 
also 

k { sin «1 n2 Ug -\- sin /S Us Ui -f- sin y Ui n2 = 0. 

Da die Konstanten c von einer Koordinatentransformation 
nicht berührt werden, so ist, wenn u^ = etc. die Gleichungen 
der Seiten sind, die Gleichung des Umkreises 

k = sin a Ug Ug -f- sin /J Ug u^ -|- si'^ y °i ^« = ^• 
Aufgabe 13. Die Gleichung des Umkreises aus den 
Punktkoordinaten der Ecken herzustellen. 
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Aufgabe 14. Ans der Gleichnng für k den Satz zu 
beweisen : 

Die 3 Fnfspnnkte der drei von einem Punkt des Um- 
kreises auf die 3 Seiten gefällten Lote liegen in Eliner 
Geraden (sogen. Simpsonsehe (Wallacesche) Gerade). 

[Uj Abstand des Punktes P von a etc.] 
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Es sei die Gerade y gegeben, welche durch den Punkt 

^0 I ^0 I Jo S^^* ^^d ™^* ^^r X-Achse den Winkel a bildet; 
das Koordinatensystem sei rechtwinklig, dann gelten für 
den laufenden Punkt P von y die Gleichungen 

X = x^ -}" ß ^^8 ^7 y = Jo + ^ S"^ "> 

(wo R die Strecke P^P bedeutet und positiv ist, wenn P 
in der Richtung der wachsenden Abscissen liegt). 

Die Schnittpunkte der Gerade y mit dem Kreise N er- 
hält man, wenn man diese Werte in N := einsetzt. Wir 
haben also in N = N (x, y) fttr x, y zu setzen x -f- 1? y + k 
und nach Potenzen von h und k zu ordnen. 

Da diese Aufgabe oft wiederkehrt, wollen wir sie all- 
gemein behandeln. Es sei f(x, y) eine Form 2. Grades, 
sie besteht aus Gliedern 2. Grades, 1. Grades und einer 
Konstanten. Wir machen sie homogen durch EinftLhrung 
der Hülfsvariabeln Sg, setzen also x Sg = s^, y Sg = s^. Nach 

Multiplikation mit Sg ist dann Ss f (x, y) = au s? -f- 2 ai2 Si 82 
+ 2 ai8 Sj Sa + »22 82 + 2 a2s S2 S3 -f ags Ss, oder kürzer : 
f (x I y) ! -Taik Si Sk = f (Sj, s^, Sg), wo die Indizes i und k der 
Reihe nach die Werte 1 bis 3 durchlaufen und aik = an ist. 

Setzt man in f(Si, S2,Sg) ttir Si ein Si-f-ti und ordnet 
nach Potenzen der t, so ist f (s -f- 1) = A -|- -^ ti Bi -|- ^Cik ti tk. 

Sind alle t = 0, so ergiebt sich A = f (s), sind alle 
s = , so ergiebt sich ^ Ci k ti tk = f (t), also ci k = ai k. 
Ist Si = ti, so ist f(s-[-t) = f (2 8) = 4f(s), somit 

4) s, B, + s, B, + Sg Bg = ^ Si Bi = 2 f (Si) 
und 

4a) Bi = 2 (Si aii -f- S2 ai2 + ^ »is) = 2 i: Sk aik, 
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wo i fest und k von 1 bis 3 variert, d. h. man erhält Bi 
als den in der homogenen Form f(s) zu Si gehörigen 
Faktor. 

Bi wird meist mit f (si) bezeichnet, also: 

5) f (s + 1) = f (s) + -S ti f (Si) + f (t). 

Das Resultat 5) ergiebt hier, wo s^ = x^ Sg etc. und 
tj = R cos a, tg = R sin a, tg = 0, Sg = 1 : 

5a) N(Xo4-Rcosa, y^, + Rsina) = N (Xo,yo) + 
2 R [cos a (Xo — a) + sin a (y^^ — b)] + R2 [cos* a -[- sin^ a] = 0. 

Der Faktor von R^ ist 1, und nach den Sätzen ttber 
die Wurzeln einer arithmetischen Gleichung (Schubert, Arith- 
metik) ist 

R,.R,=PoA.P,B = N(x„y,) = MPS-r^ d. h: 

Das Produkt der Abschnitte aller Kreissehnen 
durch denselben Punkt ist konstant und gleich 
der Potenz des Punktes in Bezug auf den Kreis. 

Dies Produkt ist, wie an sich klar, positiv für Punkte 
aufserhalb, negativ innerhalb und auf dem Kreise und 
diese Sätze sind nach dem Drobisch - Möbiusschen Prinzip 
umkehrbar. 

Aufgabe 1. Welcher Punkt hat die kleinste Potenz? 

Aufgabe 2. Wo liegen die Punkte von der Potenz 

ö"^^' einen Punkt zu konstruieren, der in Bezug auf 

zwei Kreise die Potenz p hat. 

Aufgabe 3. Potenz von P, wenn der Kreis den 
Radius hat? 

Potenz von P, wenn der Kreis in eine . gerade Linie 
ausartet? Geometrisch, d. h. anschaulich ist aus den Elementen 
bekannt, dafs der Kreis, je mehr sein Radius wächst, um 
so mehr sich der Geraden anschmiegt; analytisch, setzen wir 

in N = x^-f y^-2ax-2by + po, a=-^, b = -^, 

p = ^ und lassen d sich mehr und mehr der nähern, 

so wird — In schliefslich r^ 4-1 = 0, also 

PI P P 
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N j — 2a'x— 2b'y + p' = 0, 

d. h. aber der Kreis geht in die Gerade über; einen solchen 
Kreis, dessen Gentrnm im Unendlichen und dessen Radius 
nnendlich grofs ist, wollen wir Linear-Kreis nennen. 

Die Gleichung 5 a) zeigt, dafs der Ejreis von einer 
Geraden höchstens in 2 Punkten geschnitten wird; liegt der 
Punkt Po auf dem Kreise, so ist N (x^^ | y^) = 0, eine Wurzel 
E von 5 a) ist 0, was evident, da P^ P^ = ist; wenn aber 
auch der Koeffizient von 2 R verschwindet, so sind beide 
Wurzeln Null, und die Gerade hat nur P mit dem Kreis 
gemeinsam, auch der 2. Schnittpunkt fällt auf P^, die 
Gerade ist eine Tangente in P^. Da in der Gleichung 
cos a (Xq — a) -[-... = 0, cos a durch das ihm proportionale 
X — Xq, sin a durch (y — Jq) ersetzt werden kann, so hat 

man als Bedingung für die Tangente in P 1 x^^ | y^j 
(X — X J (Xo — a) + (y — yo) (yo — b) = 0, 
welche infolge der Kreisgleichung N tibergeht in 

6) (x-a)(xo-a) + (y-b)(yo-b)-r^ = 

als Gleichung der Tangente im Punkte P^j j x^ | y^. 

Aufgabe 4. Die Gleichung der Tangente aufzustellen, 
wenn man von der Form K ausgeht. 

Aufgabe 5. Desgleichen, wenn die Form M gegeben ist. 

Aufgabe 6. Zu beweisen, dafs die Tangente auf dem 
Radius nach dem Berührungspunkt senkrecht steht und 
zwar aus 6). 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs die Berührungspunkte 
paralleler Tangenten mit dem Centrum in gerader Linie 
liegen und zwar aus 6). 

Aufgabe 8. Analytisch zu beweisen, dafs die Schnitt- 
punkte je zweier aufeinander senkrechter Tangenten auf 
einem konzentrischen Kreis liegen. 

Aufgabe 9. Aus 5 a, wenn P^ nicht auf dem Kreis 
liegt, die Länge der Tangente zu bestimmen. 

Ist P^ = n x^ -|- V y^ — 1=0 die Gleichung eines 
Punktes P^ auf dem Kreise, so sind u und v die Koordinaten 
seiner Tangente, wenn u = A (x^ — a), y = l (y^ — b) und 
X durch Fq bestimmt wird. Es ist a u -|- b v — 1 = — r^ i, 
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somit l^ = r-^* N^, wenn N = a u -)- b v — 1. Es ist 

u2 + v2 = A2r2 = N2r-2 oder 

7) (au + bv— l)2 = r2(u2 + v«) = r2p-2. 

Dies ist die Gleichung des Kreises in (Achsen)- 
Linienkoordinaten. 

Aufgabe 10. Die Gleichung 7) geometrisch zu inter- 
pretieren. 

[a u -|- b V — 1 : T^u^ -|- v^ = Abstand des Punktes a | b 
von der Geraden u | v]. 

Da die Gleichung 7) vom 2. Gerade in u und v, so 
gehen durch jeden Punkt zwei Tangenten an den Kreis, d. h. 

Der Kreis ist eine Kurve 2. Klasse. 

Ist die Tangente u, v gegeben, so erhält man für den 
Berührungspunkt 

u r^ u r^ V 

8) (Xo — a) = -3- = ^;y^_b = — 



Aus 5 a) erhält man ohne alle Rechnung die Bedingung^ 
dafs die Tangenten von P^, reell sind; es ergiebt sich als 

Länge B der Tangenten V^N (x^, y^) und daher mufs N > 0,. 
d. h. der Punkt P^, mufs eine nicht negative Potenz haben, 
darf nicht innerhalb des Ejreises liegen. Insofern der Punkt 

nicht an den Kreis gebannt ist, wollen wir ihn P { x^, y^ 

nennen und P sei j u Xj -|- v y^ — 1 = 0, u v eine der 
beiden durch ihn gehende Tangenten, die Berührungspunkte 
seien x | y; alsdann ist 

P =A[x,(x — a)4-...] — 1 = 
und 

Po = A[x (x — a)+...] — 1 = 0, 

somit (Xj — x) (x — a) -|- . . . = und da der Punkt x | y auf 
dem Kreise. 

9) (x-a)(x,-a) + (y-b)(y,-b)-r« = 0, 

d.h.: Die beiden Berührungspunkte liegen auf 
einer Geraden, deren Gleichung genau dieselbe 
Form hat wie die der Tangente, nur dafs der 
Berührungspunkt durch den Schnittpunkt er- 
setzt ist. 
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Die Bertthmngssehne (Ghordale) heifst jetzt: die (har- 
monische) Polare des Poles P. 

Aufgabe 11. Aus 9) zu beweisen, dafs die Polare 
auf MP senkrecht steht. 

Aufgabe 12. Die Polare des Mittelpunktes? [Die 
Gerade — r^ = 0, d. h. ?] 

Aufgabe 13. Die Bedingung für die Realität der 
Tangenten aus 7) abzuleiten [in der Form (a u + b v — 1) 

= rjM, wo ^ = V u* -f- \\ Man subtrahiere 7)vonP=uXi-["--> 
so erhält man (x^ — a) u -|- (y^ — b) v = r^ und wenn man 
durch fi dividiert (x^ — a) cos or -f- (y^ — b) sin a = r etc.] 

Die Polare g ist reell, gleichgültig ob die 
Tangenten selbst reell oder imaginär sind. 

Die Gleichung 9 ist symmetrisch in Bezug auf x | y 
und x^ |yi, daraus folgt, dafs die Polare von x|y durch 
x^ I yi geht, d. h. 

Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, 
so dreht sich seine Polare um den Pol jener 
Geraden. 

Und umgekehrt: 

Dreht sich eine Gerade um einen festen 
Punkt, so bewegt sich ihr Pol auf der Polaren 
jenes Punktes. 

Ist die gegebene Gerade in Achsenkoordinaten u|v 
gegeben, so findet man durch dieselbe Rechnung, welche 
die Koordinaten des Berührungspunktes gab, genau die- 
selben Ausdrücke, für die des Pols P { Xp | yp 

u r^ V r^ 



Xp a — =^; yp a — 



wo N wieder a u -|- b v — 1 ist. 

Die Ausdrücke zeigen, dafs, wenn Geraden durch Einen 
Punkt gehen, auch ihre Pole auf Einer Geraden liegen 
und V. V. Sei der Punkt bestimmt durch zwei seiner 

Geraden: g^ { u^, v^ und gg { u^, v^, deren Pole Pi { x^ | yi und 

^2 { ^ I ya> ^^^ Ss 1 ^7 Vj eine dritte Gerade des Büschels 

und Pg i Xg 1 yg ihr Pol, so ist 



90 IV. Der Kreis. 

^"~ 1 — X '•••^— N, — AN, ~ 1— /t 

AN, 
wo u = * 



N, ' 
also: 

Bilden die Polaren ein Büschel, so bilden 
die Pole eine Punktreihe und v. v. 

Das Büschel und die PunktFelhe sind projektiv. 

Aus der Gleichung 5) folgt durch geringe Umrechnung 
der Hauptsatz: 

Pol und Polare werden durch den Kreis har- 
monisch getrennt. 

Aufgabe 14. Die Kechnung durchzuf tthren : Man 

setze § = ^^2 ' ^ "^ ^M } l>ezw. s^ = x^, s^ 

= x^, Sg = 1, tj = i Xq, tg == i y^, tg == A und bestimme A, 
so dafs die Punkte ^ tj auf dem Kreis liegen. 

In diesen Sätzen tritt wieder die Dualität oder 
Beciprocität zwischen Punkt und Gerade 
scharf hervor und an der Polarentheorie ist das 
Prinzip von Poncelet gefunden worden. 

Aufgabe 15. Die Polare eines in der Bichtung u:v 
unendlich fernen Punktes anzugeben 

[(x-a)-^(y-b) = o, d. h.?] 

Aufgabe 16. Welches ist die Polare eines Punktes 
auf dem Ejreise? 

Aufgabe 17. Welches ist der Pol einer Tangente? 

Aufgabe 18. An den Kreis die Tangenten von einem 
Punkt aufserhalb P mit alleiniger Hülfe des Lineals zu 
konstruieren. 

[Man zieht durch P zwei beliebige Sekanten, verbindet 
die Schnittpunkte, die Verbindungslinie der Schnittpunkte 
dieser Linien ist die Polare, welche für Punkte 
aufserhalb zugleich die Chordale oder Berührungssehne ist.] 

Aufgabe 19. Zu zeigen, dafs die Polare eines inneren 
Punktes den Kreis nicht schneidet. 
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Aufgabe 20. Zu einer gegebenen Geraden den Pol 
•zu konstruieren. 

Aufgabe 21. Vier Punkte des Kieises, welche von 
einem Punkte A der Peripherie durch 4 harmonische Strahlen 
projiziert werden, heifsen harmonische Punkte, es 
soll gezeigt werden, dafs die 4 Tangenten in 4 har- 
monischen Punkten wieder 4 harmonische Tangenten 
sind, d. h. von jeder anderen Tangente in 4 harmonischen 
Punkten geschnitten werde. 

[Die Pole der 4 Projektionsstrahlen liegen auf der 
Tangente durch A und je einer auf jeder Tangente, und die 
4 Punkte werden auch von jedem andern Punkt B der 
Peripherie unter harmonischen Strahlen projiziert, etc.] 

Aufgabe 22. Aus 5a) zu beweisen, dafs die Mittel- 
punkte aller parallelen Sehnen auf einem Durchmesser 
liegen. 

[Ist Po { Xo I yo ^^^ Centrum einer Sehne, so sind die 
beiden Werte von R entgegengesetzt gleich und da (Schubert, 
Arithmetik) der Koeffizient von ß gleich der Summe der 
Wurzeln ist, so mufs dieser jetzt verschwinden etc.] 

Aufgabe 23. Aus 5a) den Ort der Mittelpunkte aller 
Sehnen zu bestimmen, welche durch ein und denselben 
Punkt gehen [in cos a (x^ — a | -|- . . . = für cos a zu setzen 

(y X ) 

^ — — etc., wo Xq I y^ die variablen Koordinaten des Mittel- 
punkts sind. 

Aufgabe 24. Aus 5 a) die Gleichung der Sehne eines 
Kreises abzuleiten, welche durch die beiden Kreispunkte 

^Klyi BKly^ geht. 

[Aus 5a) cotga = — — , 

Xm — a 

also 

y— yi ^ x^ + x, — 2a 

X— ^ yi+y« — 2b' 

oder wenn wir den laufenden Ponkt P nennen, 

7) P(A) + P(B) = P(A|B), 

wo P(A) die Polargleichung für A als Pol, P(B) die 
für B als Pol und P(A|B) die Polargleichung für B, 
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wenn A bezw. die von A, wenn B als laufender Punkt 
angesehen wird.] 

Aufgabe 25. Die Gleichung der Tangente in A aus 
7) abzuleiten. 

[A-B.] 

Aufgabe 26. Aus 5a) die Gleichung der beiden 
Tangenten, welche durch P^jx^^ly^ gehen, abzuleiten. 

[Bezeichnet man den Faktor von 2 R mit N', so mufs in 
R = N' + V N'® — N (x^ I y^) die Wurzel verschwinden. 

N(Xo|yo) ist die Potenz von P^; sie sei p®, so ist, 

(x — — X ) (y — — V ) 

wenn cos a = - — ö— ^> sin a = ^^ ^^^ gesetzt wird, 

R« = (x--x,)^ + (y-y,)«: 

[(x-Xo)(yo-b)-(y-y,)(Xo-a)P = r«R^ 

[(x-a)(yo — b) — (y — b)(Xo — a)] = + rR 

+ Rp = (x — Xo)(Xo — a) + (y-y,)(y,— b) 

==(x-a)(Xo-a) + (y-b)(yo-b)-d«, 

wo d« = N(x,yo) + r2 = MPS 
also 

8) O = p[(x-a)(yo-b)-(y-b)(xo-a)] 
+ r[(x-a)(x,-a) + (y-b)(yo-b)-d«]. 

Aufgabe 27. Gleichung 8) abzuleiten aus der Gleichung 
des Punktes P j x^j | y^){ u x^ -f- ^Jo — 1 ^^^ ^^^ Gleichung 7). 

Aufgabe 28. Die Koordinaten der Berührungspunkte 
durch x^ und y^ auszudrücken. 

Aufgabe 29. Den Ort der Geraden, welche von zwei 
gegebenen Punkten Abstände haben, deren Summe kon- 
stant ist, zu finden. 

Aufgabe 30. Den Ort der Geraden, welche von n 
gegebenen Punkten Abstände haben, deren Summe kon- 
stant ist, zu finden. 

[Kreis, dessen Gentrum das Centrum der mittleren 
Elntfemungen.] 

Aufgabe 31. Verallgemeinerung von 30. (Die einzelnen 
Abstände erhalten Gewichte mk.) 
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(Centmm: der Schwerpunkt) 



-TmkCxkU + ykV — 1) 



Vu^ + v 



2 
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Aufgabe 32. Eine Strecke linear zu halbieren, wenn 
ein Kreis u gezeichnet vorliegt. [Man konstruiere zur 
Geraden den Pol P, ziehe MP und von einem Punkt 
von MP aufserhalb des Kreises M die Tangenten, die 
Chordale ist der gegebenen Geraden parallel; vollständiges 
Vierseit.] 

Aufgabe 33. Auf dem Kreis M einen Punkt zu 
suchen, dessen Abstände von den Punkten A und B sich 
wie 5 : 2 verhalten (vgl. Aufgabe 3 § 20). 

Aufgabe 34. Einen Kreis zu konstruieren, der durch 
2 Punkte A und C geht, und eine Gerade g berührt. 

[A C schneide g in S und der Kreis berühre g in B, so ist 
nach dem Potenzsatze SB^ = SA.SC, man lege also durch 
A und C einen Kreis, ziehe von S an ihn die Tangente S B', 
so ist S B' = S B etc.] 

Aufgabe 35. Schreibt 
man in eüien Kreis K ein 
Dreieck B C, dessen eine 
Ecke fest ist und dessen 
Seiten der Gleichung 

B« + C^ = c^ 
genügen, wo c Konstante, so 
ist der Ort der Mitten von 
B C eine auf K senkrechte 
Oerade. 

[Lösung von Brocard : 
(Fig 21) A die X-Axe, 




Fig. 21. 



B0 = 2r cos ^; 0C = 2r cos (p 
Xj = B' B = BO cos ^; C C = C cos 9) = x' 



x=juM,x 



_A+^ 



= r (cos^ d- -\- cos^ q>) = 



,2 



2 *" ' """' ^' 4r«* 

Lösung, wenn K der Anfangspunkt? 

Aufgabe 35a. Wie 35, doch soll b^ + c^ — a2 = K« 
sein, K konstant, Ort von M? Ort des Schwerpunktes 
Ton B C? 
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Aufgabe 36. Die Linie, welche zwei Punkte «P 
und P' verbindet, ist der Linie, welche die Schnittpunkte^ 
ihrer Centralen mit den wechselseitigen Polaren verbindet,, 
paraUel. (Fig. 22.) 

MA MD MP 



Beweis : 



MB MC MP'* 



Fig. 22. 

Aufgabe 37. Die Abstände zweier Punkte von denr 
wechselseitigen Polaren verhalten sich wie die Entfernungen^ 
der Punkte vom Centrum (die Centralen). 

[x:y = PA:FB = MP:MF.] 

Aufgabe 38. Die Linien, welche das Centrum mit 
den Fufspunkten verbinden, schliefsen mit den Centralen 
gleiche Winkel ein. 

Aufgabe 39. Die Aufgabe 38 durch Rechnung zu be- 
weisen. 



§ 22. Kreis nnd Kreis. 

Kj = und K^ = seien die Gleichungen zweier Kreise 
K^ und K^ in der Form N; ihre Kombination liefert die 
Schnittpunkte. Das System ist äquivalent mit dem System 
Kj = 0; Kj — Kj = 0; die letztere Gleichung ist aber als- 
Gleichung 1. Grades die Gleichung einer Geraden S,. 
welche durch die Schnittpunkte der Kreise hindurchgeht. 

Aufgabe 1. Die Gleichung K^ — K^ = geometrisch, 
zu interpretieren. 
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pst Kp der Wert, den die Form K eines Kreises K = 
einnimmt, wenn man darin die Koordinaten des Punktes P 
einsetzt, so war Kp die Potenz des Punktes P in Bezug auf 
den Kreis K etc.] 

Zwei Kreise haben daher scheinbar nur zwei Schnitt- 
punkte; nun haben aber 2 Gleichungen 2. Grades 4 gemein- 
same Lösungen, es fragt sich, wo die beiden anderen hin- 
gekonunen. Wir machen die Gleichungen durch Einführung 
der Hülfsvariabel Sg homogen und erinnern uns, dafs Sg = 
die Gleichung der Unendlich fernen Geraden. Wir 
haben dann 

s^K, = (s,-a,S3)« + (8,-b,Sgr-r^s| = 

= Si -f- Sa + S3 (pi, 0) + . . . (pi, die Potenz von für kj 

K, — K2{s3[— 2(a, — a,)s, — 2(bi— b,)s, 

+ 88(a? — ai — rj + rp] = 0, 

die letztere Gleichung stellt aber 2 Gerade dar 1), die 
Gerade S, wo 

S { — 2 (a^ — aa) X + . . . + pi. — P2 
und 2) die Gerade Sg = 0, d. h. die Unendlich ferne Gerade. 

Jede dieser Geraden schneidet K^ und K^ in denselben 
beiden Punkten. Die Schnitte von K^ und Sg = genügen 
den Gleichungen Sg = und 

8? + S2 = bezw. x^ + y2 = 0, 

wo X und y unendlich. Die letztere Gleichung stellt, für sich 
betrachtet, zwei imaginäre Gerade dar, die Geraden 

x+iy = 0, 

welche den Richtungsfaktor + i haben, diese beiden 
Richtungen heifsen die absoluten Richtungen (iso- 
trope). 

Aus den Gleichungen Sg = und x* -f- y^ = ist alles 
für den bestimmten Kreis Charakteristische verschwunden, 
d. h. also 

Alle Kreise schneiden sich in den beiden 
in den absoluten Richtungen unendlich fernen 
(imaginären) Punkten, den Kreispunkten. 
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Mit Hülfe der absoluten Richtungen kann jetzt der 
rechte Winkel unabhängig von metrischen Be- 
stimmungen definiert werden, da x, y, x — iy, x + iy vier 
harmonische Strahlen sind, und je zwei auf einander senk- 
rechte Geraden als Achsen angesehen werden können, also : 

Gerade sind auf einander senkrecht, wenn 
sie zu den absoluten Eichtungen harmonisch 
konjugiert sind. 

Aufgabe 2. Die Halbierung einer Strecke unabhängig 
von Mafsbestimmungen zu definieren. 

Aufgabe 3. Die Gleichung der Kreispunkte in Linien- 
koordinaten anzugeben. 

Die Gerade S, welche durch die im Endlichen liegenden 
Schnittpunkte beider Kreise hindurchgeht, ist stets reell, 
gleichgültig, ob diese Punkte reell, verschieden, in Einen 
zusammenfeilen, oder imaginär sind, d. h. sie behält ihre 
Bedeutung, vgl. Aufgabe 1, als Ort der gleichen 
Potenzen. 

Aufgabe 4. Die Bedingungen zu berechnen, unter 
denen die individuellen Schnittpunkte von K^ und Kg getrennte 
reelle Punkte, zusammenfallende reelle oder imaginäre 
Punkte ergeben. 

Aufgabe 5. Was wird aus S, wenn die Kreise 
konzentrisch sind? 

[S ^ Sg == 0, konzentrische Kreise können also definiert 
werden als sich in den Kreispunkten berührend.] 

Ebensogut wie nach den Schnittpunkten kann man, wenn 
man die Kieise als Gesamtheit ihrer Tangenten auffafst, 
nach den Schnitttangenten fragen; die Gleichungen 7) er- 
geben dann 

= (a^ u -f b^ V — 1) — A (ag u + ba V — 1) = M^ — A Ma , 

wo A = — ^ und € und rj die Werte + 1 haben. Diese 

Gleichung stellt je nachdem e und rj gleich oder ungleich 
zwei Punkte dar, welche die Centrale MjMg aufsen 
und innen im Verhältnis der Badien harmonisch 
teilen: die Ahnlichkeitspunkte, die wir als äufseren und 
inneren unterscheiden. 
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Man sieht, es giebt zwei Paar Tangenten, je nachdem 

r r 

l = -\ — ^oder —. das eine Paar heifst: äufseres, 

Tg r,' 

das andre inneres. Satz: 

Die äufseren Tangenten schneiden sich im 
äufseren (-|-), die innern im inneren Ähnlichkeits- 
pankt ( — ). 

Aufgabe 6. Die Bedingung aufzustellen, dafs die 
4 Tangenten reell, zwei reell, zwei imaginär; wann fallen 
die beiden äufseren zusammen? wann die beiden inneren? 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs von den 6 Ahnlichkeits- 
punkten dreier Kreise jede Kombination^ welche das -f- Zeichen 
hat (z. B. drei äufsere, zwei innere ein äufserer), auf Einer 
Geraden liegen, jede, welche das — Zeichen hat, mit den 
entsprechenden Centren verbunden, drei Strahlen liefert, 
welche sich in Einem Punkt schneiden. 

Die Ahnlichkeitspunkte haben ihren Namen von der 
fimdamentalen Eigenschaft: Die Verbindungslinie der 
Endpunkte parallel und gleichgerichteter 
Radien geht durch den äufseren (positiven), die 
paralleler und entgegengesetzt gerichteter 
Badien durch den inneren Ahnlichkeitspunkt. 

Die Endpunkte haben die Koordinaten a^ -f-cr^ cos a, 

^ "f" ^ ^2 ^^s ^? ^^ gleichen Werten von e und i;, (>^), die 
Endpunkte gleichgerichteter Badien entsprechen, also hat 
jeder Punkt ihrer Verbindungslinie die Gleichung 

M^ — r Mg -f- u cos a {ei^^ — A' r^ i;) -|- v sin a (ei^ — A'r^ rj) 

und, wenn A' = A = — —. ist dieser Punkt einer der Ahn- 

lichkeitspunkte. Vom Ahnlichkeitspunkte aus kann also jeder 
Kreis als Abbild des andern im Verhältnis der Badien be- 
trachtet werden. 

Aufgabe 8. An zwei Kreise die gemeinsamen 
Tangenten zu konstruieren. 

Aufgabe 9. Den Schnittpunkt einer äufseren und 
einer inneren Tangente zu bestimmen. 



Simon, Geometrie der fibene. 
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§ 23. Linearer Ereiskomplex, Kreisschar. 

Da der Kreis dnrch die Gröfsen a, b, r, bezw. a, b, p, 
wo p die Potenz des Punkts, völlig bestimmt ist, so sind 
a, b, r, bezw. a, b, p Koordinaten des Kreises im Sinne 
von § 1. Sei k = x* + y- — 2ax — 2by + p = 0, wo 
p = a* -[- b* — r* die Form, von der wir ausgehen. 

Aufgabe 1. Den Winkel, unter dem sich zwei Kreise 
schneiden, zu bestimmen. (Wir verstehen darunter den 
Winkel, den die Badien nach dem Schnittpunkt einschliefsen.) 
Der Cosinussatz giebt nach kurzer Reclmung 

2ri r, cos f/) = 2 j^ai a^ + b^ b.^ — -^-(p, +Pa)J 

die Bedingung, dafs 2 Kreise sich rechtwinklig (normal, 
orthogonal) schneiden. 

9) aja^+bib,— -2-(pi+p,) = 0. 

Aufgabe 2. Die Gleichung 9 soll direkt abgeleitet 
werden, daraus, dafs in diesem Falle der Radius des einen 
Kreises Tangente an dem andern ist. 

Denkt man in 9) den Kreis 1 fest, den Kreis 2 variabel, 
so stellt 9) alle Kreise dar, welche den gegebenen 
Kreis 1 normal schneiden; weil 9) die Variabein bindet, 
sind zwei unabhängig variabel, d. h. diese Kreise bilden 
eine zweifach unendliche Schar, und da die Gleichung in 
Bezug auf die Variabein linear, so sagen wir, die Kreise 
bilden einen linearen Kreiskomplex. Es sei: 

10) d,a + d,b + d3p + d, = 

irgend eine lineare Gleichung zwischen den variabehi 
Koordinaten eines Kreises, so kann man sie stets auf die 
Form 9) bringen, dadurch, dafs man setzt: 

d^ , d^ , d^ 

^~ 2d3 ' ^"~ 2d3 ' Pi— + 2d3' 
also: 

Der lineare Kreiskomplex besitzt stets einen 
Kreis, welcher alle Kreise des Komplexes normal 
schneidet. Er heifst: Hauptkreis (Normal-, Orthogonal- 
Kreis) des Komplexes. 
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Ist d^ = 0, so geht der Hauptkreis in eine Gerade als 
Linear-KJreis über. 

Die Form 10) ist { der Form 9) und diese vereinfacht 
sich, wenn wir den Nullpunkt in das Centrum des Haupt- 
kreises legen und wird dann 

10a) p = — pj, 

wo pj^ die Potenz des Hauptkreises in seinem Centrum, d. h. 
— ri ist, also: 

Der lineare Kreiskomplex ist die Gesamtheit 
aller Kreise, welche in Einem Punkt dieselbe 
Potenz haben. 

Die konstante Potenz p = — p^ = r? ist gleich dem 
Quadrat des Badius des Hauptkreises, der Hauptkreis 
selbst gehört also nicht zum Komplex, aufser wenn 
r^ = 0, d. h. wenn ei- zum Punktkreis wird, dann 
besteht der Komplex aus den oo^ Kreisen, welche 
durch gehen. 

Ist pj positiv, p also negativ, so wird der Orthogonal- 
Kreis imaginär, sein Centrum, der Kern des Komplexes, 
liegt innerhalb jedes Kreises; ist p>0, so liegt der Kern 
aufserhalb aller Bereise. Die Punktkreise, welche zum 
Komplex gehören, genügen mit ihren Centren M der Gleichung 

^2 = a2 + b2 — p = a2 + b2 — r? = 



und da a^ + b^^MO^ ist, heifst dies: 

Die Punktkreise des Komplexes bestehen aus 
den Punkten des Orthogonalkreises. 

Die Geraden des Komplexes erhalten wir, wenn wir die 
Koordinaten des Bjreises in der Form 

^ J^ ll 
d ' d ' d 

denken und nach Multiplikation mit d dieses d gleich 
setzen. Es rückt dann der Mittelpunkt ins Unendliche und 
der Radius wird auch unendlich. Für diese Geraden, die 
Linearkreise des Komplexes, gelten dann die 
Gleichungen — 2a'x — 2b'y-f-p' = und da 

7* 
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7 



4- = — Pi = r?, d. h. p' = 0, 



so ist 

2a'x + 2b'y = 

die Gleichung der oo^- fachen Geraden des Komplexes. Die 

Gleichung wird durch { | für jedes Wertsystem a' | b' 
erfüllt, d. h.: 

Alle Linearkreise des Komplexes schneiden 
»ich im Kern. 

Aufgabe 2 a. Aus Aufgabe 1 die Bedingung abzuleiten, 
dafs sich 2 Kreise berühren, a) von aufsen, b) von innen. 

Aufgabe 3. Untersuche die Komplexe a-|-b+p+l=0. 

Aufgabe 4. Wie 3, aber a-|-b4-p = 0." 

Aufgabe 5. Zu beweisen, dafs die Potenzlinie 
oder Eadikal-Achse zweier beliebiger Kreise des 
Komplexes durch den Kern geht. 

Aufgabe 6. Jeder Punkt der Potenzlinie zweier be- 
liebiger Kreise kann zum Kern eines Komplexes gemacht 
werden, dem beide Kieise angehören. 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs die Potenzlinie auf 
der Centrale senkrecht steht und sie so teilt, dafs die Differenz 
der Quadrate der Abschnitte gleich ist der Differenz der 
Quadrate der Radien. 

Aufgabe 8. Die 3 Potenzlinien dreier Kreise 
schneiden sich in Einem Punkt. 

Aufgabe 9. Wann erleidet dieser Satz eine Ausnahme? 

[Wenn Kg — K^ = A (K^ — Kg) ist, d. h. wenn die 
3 Potehzlinien zusammenfallen, d. h. also wenn die 3 Kreise 
sich in denselben beiden Punkten schneiden, weil dann 

Kg = {K^ — fiK^ = 0. Man sagt, die Kreise gehören zu 
Einer Schar: Ist K^ = Ki -\- iliK^:=0, so bilden die 4 
Centren ein harmonisches Punktsystem und die 4 Kreise 
bilden ein harmonisches Kreisbüschel.] 

Aufgabe 10. Mittelst des Satzes Aufgabe 8 zu zwei 
sich nicht (in reellen Punkten) schneidenden Kreisen die 
Potenzlinie zu konstruieren. 

Aufgabe 11. Eine Strecke so zu teilen, dafs die 
Differenz der Quadrate der Abstände gleich einem gegebenen 
Quadrat ist. 
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Aufgabe 12. Jeder Punkt der Ebene kann als Centnim 
eines Kreises des Komplexes angesehen werden, wann ist 
derselbe reell? 

Aufgabe 13. Ort der Punkte, für welche die Differenz 
der Potenzen in Bezug auf zwei gegebene Kreise konstant ist. 

Aufgabe 14. Ort der Punkte, für welche die Potenzen 
entgegengesetzt gleich sind. Der Ort ist ein Kreis, dessen 
Centrum in der Mitte der Centrale liegt und der leicht 
geometrisch zu konstruieren ist, da für seinen Radius q die 

Gleichung gilt 4^^ = — -^- v~9~/' ^^ ^ ^^® Länge 

der Centrale. Der Kreis heifst auch 2. Potenzort. 

Aufgabe 15. Es sind zwei Kreise M^ und M^ einer 
Schar gegeben, und ein Kreis K, es soll ein dritter Kreis 
der Schar konstruiert werden, welcher K berührt. 

[Man suche den Kern des Komplexes M^ M, K.] 

Aufgabe 16. Gegeben zwei Kreise und ein Punkt; 
durch den Punkt einen Kreis zu legen, der den ersten recht- 
winklig schneidet und den zweiten halbiert. 

Es seien jetzt K, und Kg zwei Kreise des Komplexes, 
Mj und Mg ihre Centren, Kg und K^ zwei andere Kreise 
des Komplexes, deren Centren auf Mj Mj liegen, so ist 

und es wird 



also: 

K3-K,{K,— K,{ 2a x + 2b'y = 0, 
d. h.: 

Alle Kreise des Komplexes, deren Centren 
auf Einer Geraden, haben dieselben Schnitt- 
punkte und dieselbe Potenzlinie. JedeGerade 
durch den Kern kann als Potenzlinie je zweier 
Kreise angesehen werden, deren Centrale auf 
ihr senkrecht steht. Die oo^fache Schar der 
Kreise des Komplexes schneiden sich in der 
oo^fachen Menge seiner Linearkreise. 
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Die Gesamtheit der Kreise des Komplexes, welche eine 
Schar bilden, nennt man anch Kreisbttschel, and jeder 
Büschel, d. h. jede Gesamtheit von Kreisen, welche durch 
dieselben beiden Punkte (gleichgültig ob reell, zusammen- 
fallend oder konjugiert imaginär) gehen, kann als zu einem 
Komplex gehörig betrachtet werden, dessen Kern ein be- 
liebiger Punkt auf der Potenz- oder Schnittlinie ist. 

Es seien A und B die gemeinsamen Punkte der Schar, 

(auf A B) der Kern des Komplexes, so ist A . B = r? = p, 
wo r^ der Radius des Hauptkreises. Schneidet AB den Haupt- 
kreis in H^ und Hg, so werden H^ und Hg durch A und B 
harmonisch getrennt. Auf jedem Strahl, der von aus- 
geht, giebt es zu jedem Punkt A einen entsprechenden 

Punkt B, so dafs A . OB = r?. Ist A j x^, j^ und B } x^, yg, so 
ist Xg = B cos a (wenn Nullpunkt und a der Winkel des 

Strahls A mit -f- X), also x^ = ^ ^ = 7ia^ ^^^ ebenso 

umgekehrt Xi = -^^. 

Jeder Komplexkreis, welcher durch A geht, geht 

durch B und v. v., denn wenn K^ja^, b^, p ein Kreis 
durch A und OA = rj, 0B=:r2, so ist 

r2 ra 



oder 



P^ 



da aber 
so ist 



r2 



(xl + y2) + ... = 0, 



2 



X2 + 72 = ^2, 



P^ 



2aiXg-^...+p = 

r2 Tg 



oder, durch p dividiert und mit r2 multipliziert und umgekehrt 
geschrieben, 

^2 4- 72 — 2ai X2 — 2b^ X2 + P = 0, 

wie zu beweisen. 



§ 23. Linearer Ereiskomplex, Kreisschar. 
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Die Punkte auf dem Strahl A bilden eine involutorisehe 
Punktreihe oder kurz eine Involution (§5). Die In- 
volution ist hyperbolisch (§ 5), wenn p positiv, der 
Hauptkreis reell ist; H^ und H^ sind dann die reellen 
Hauptpunkte der Involution. Ist p negativ, so 
ist der Hauptkreis und damit H^ und B^ imaginär, die 
Punkte A und B liegen zu verschiedenen Seiten von 0, die 
Involution ist elliptisch. 

Aufgabe 17. Wann ist die Involution parabolisch? 

Ist der Hauptkreis reell, so schneiden sich 2 Kreise 
des Komplexes, deren Centren auf Einem Kemstrahl liegen, 
nicht reell, dann kann man die Schar konstruieren, Fig. 23, 




indem man den Hauptkreis schlägt und von die Radien, 
und in ihren Endpunkten die Senkrechten, welche H^^ H^ in 
den Centren K,, K^, Kg . . . schneiden. Im Innern des 
Hauptkreises, also zwischen Hj und Hg für 
die S]char liegt dann kein (reelles) Centrum. 

Ist der Hauptkreis imaginär, also p = — r^, so tritt 
an seine Stelle der Vice(haupt)kreis, der Kreis um mit 
dem Radius r, er gehört selbst zum Komplex und wird 
daher von allen Kr eisen des Komplexes unter m 
Durchmesser geschnitten. Man schlägt dann um 
P den Kreis des Komplexes, indem man auf P in den 
senkrechten Durchmesser des Vicekreises zieht und einen 
seiner Endpunkte, z. B. A mit P verbindet und um P mit 
P A den Kreis schlägt ; hier ist jeder Punkt Centrum eines 
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reellen Komplex -Bjreises. Zwei Komplex-Kreise, 
deren Centren auf einem Kernstrahl liegen, 
schneiden sich in reellen Punkten. 

Aufgabe 18. Wenn der Hanptkreis in eine Gerade 
ausartet, wo liegen die Gentren der Kreise des Komplexes 
(symmekisehes Kreisbüschel nach Reye)? 

Aufgabe 19. Wenn eine Kreisschar durch eine be- 
liebige Gerade geschnitten wird, so bilden die zusammen- 
gehörigen Schnittpunkte die Punkte-Paare einer Involution; 
Centrum? Hyperbolisch? etc. 

Aufgabe 20. Wenn der Kern und die Potenz in ihm 
gegeben, durch 2 Punkte einen Kreis des Büschels zu legen; 
wann ist die Aufgabe unbestimmt? 

Aufgabe 21. Zwei Punkte eines Kreises des Kom- 
plexes, welche auf einem Kemstrahl liegen, bilden ein 
Paar des Komplexes, durch je zwei Punktepaare geht 
wieder ein Ejreis des Komplexes, aufser? . . . 

Aufgabe 22. Die Kreise, welche zwei Komplexen 
mit den Kernen und 0' und den Potenzen p und p' ge- 
mein sind, bilden eine Schar (Büschel), dessen gemeinsame 
Potenzlinie oder Potenzaehse . . . 

Aufgabe 23. Zu zwei auf einer Greraden gegebenen 
Punktpaaren Centrum und Hauptpunkte der Involution zu 
bestimmen. 

Aufgabe 24. Punktkreise und Linearkreise in einem 
Büschel zu bestimmen. 

Aufgabe 25. Einen Kreis zu konstruieren, der drei 
gegebene Kreise normal schneidet, bezw. von allen dreien 
unterm Durchmesser geschnitten wird. 



§ 24. Die Inversion. 

Man kann die Punkte A und A^ eines Paares als 
gegenseitig einander zugeordnet betrachten, d. h» 
also auf die Relation OA.OAj=p = ^^ eine geo- 
metrische Verwandtschaft d. i. Zuordnung von 
Figuren gründen zu dem Zwecke, aus den Eigenschaften 
der einen Figur sofort die Eigenschaften der verwandten 
zu bestimmen, ein Gedanke, der so recht das Wesen der 
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modernen Geometrie aasmacht (vgl. Reye, Rectoratsrede 
Strafsburg 1886). A und A^ heifsen dann ein Paar 
inverser Punkte, die Ai-t der Zuordnung: Inversion 
oder nach Liouville: Transformation durch reoi- 
proke Radien. Die Inversion gehört zu den Verwandt- 
schaften, welche auf Gegenseitigkeit beruhen, d. h. wenn A^ 
der zu A gehörige Punkt, so ist A der zu \ gehörige ; dies 
ist z. B. bei der Abbildung im veränderten Mafsstab, der 
Ähnlichkeit, nicht der Fall. Ist p positiv, die Inversion 
äufsere, so entspricht der Hauptkreis, der jetzt In- 
versator heifst, sich selbst in der Weise, dafs jeder 
Punkt mit seinem entsprechenden zusammenfallt; ist p negativ^ 
g imaginär, so heifst die Inversion: innere, dann wird 
der Vice-Kreis zum Inversator; auch er entspricht 
sich selbst, aber so, dafs jeder Punkt seinem entsprechenden 
diametral gegenüber liegt. Jeder Kreis des Komplexes ent- 
spricht sich selbst, d. h. also bei äufserer Inversion, jeder 
Kreis transformiert sich in sich selbst, wenn er den Inversator 
orthogonal schneidet, und bei innerer, wenn er den Inversator 
in einem Durchmesser desselben schneidet. 

Sei K { cf, jtf, TT ein beliebiger Kreis, P { x|y einer seiner 

Punkte, P^ sein inverser, {x^ly^, OP sei r, Pj sei r^^ 
dann war 

xp xp X. p 

'^'i P^ r^ ' 2 ' •/ • • • 

und somit geht K über in 

ri Ix 

oder in 

ri — 2ax,-£- — ... + ^ = = K., d. h.: 

Satz 1. Die inverse Kurve eines Kreise» 
ist wieder ein Kreis. Die Koordinaten von K^ sind: 

— j — 7 — ; die Centren M und M- liegen wegen der Pro- 

7t 7t 7t^ ^ ° 

portion -;r = -7" ^^^ ^^^ Kern in Einer Geraden, sie sind 

r rl 

nicht invers zugeordnet, aber da 
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Ml _ er, 



ß 



OM a ff Tc 
so ist, wenn wir die Radien der Kreise r und r^ nennen^ 

OM, 



OM 

d. h. Satz 2: Der Kern (Centrum) der Inversion 
ist Ähnlichkeitspunkt für je zwei inverse 
Kreise, äufserer, wenn p und 7t gleiches 
Zeichen, innerer, wenn sie ungleiches Zeichen 
haben. 

Ist TT = 0, d. h. geht der Kreis K durch den Kern, so 
rücken Centrum und Radius von K, ins Unendliche, K, wird 
zum Linearkreis, d. h. 

Satz 3: Die inverse Kurve eines Kreises 
durch den Kern ist eine Gerade. 

Der Satz folgt schon daraus, dafs der zu ent- 
sprechende Punkt in jeder Richtung, die von ausstrahlt, 
im Unendlichen, und ein Bjreis mit einem Punkt im Un- 
endlichen eine Gerade ist. 

Die Gleichung dieser Geraden ist 



sie ist auf M senk- 



d. h. aber, da -.— + 1 = 0, 

recht, also: 

Satz 4: Die einem Kreis durch den Kern, 
einem Centralkreis, inverse Gerade ist der 
Tangente des Centralkreises im Centrum 
parallel. 

Der Fufspunkt F^ des vom Kern auf die Gerade 



gefällten Lotes ist | ^-i, 



ß_7t 

27 



2> 



d. h. 



Satz 5: Der Fufspunkt des vom Kern auf 
den Linearkreis, d, i. die Gerade gefällten 
Lotes ist invers zum Schnittpunkt dieses Lotes 
mit dem inversen Kreise. 
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Sind AA^ und BB^ (Fig. 24) zwei Paare, so ist 

54 = S^ und Winkel A B = A' B' somit 
OB (JA 

Satz 6: Die Dreiecke, 
deren gemeinsame Ecke 
und deren andere Ecke je 
zwei Punktepaare, sind 
ähnlich. 

Es sind aber nicht nur A B 
und A' B' ähnlich (und zwar so, 
dafs A' homolog zu B), sondern 
auch A B' und A' B. 

Aufgabe 1. Die Sätze 1 bis 5 
rein geometrisch zu beweisen. 

[Man beginne mit Satz 6.] 

Aufgabe 2. Zu einem Kreise 
den inversen zu konstruieren, wenn 
der Inversator gezeichnet vorliegt (Fig. 25). 

Aufgabe 3. Wenn sich drei Bjreise in einem Punkt 
schneiden, so ist in dem von den drei übrigen Schnitt- 




Figr. 24. 




Fig. 2ö. 

punkten begrenzten Kreisbogendreieck die Winkelsumme 
2 Rechte. 

Aufgabe 4. Die inverse Kurve der unendlich fernen 
Geraden? 

Es sei w ein linearer Kreis-Komplex (Kreisbündel nach 
Reye), dessen Kern nicht ist, seine konstituierende 
Gleichung sei 9) in der Form 
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9) aa + ...-i-(^ + k) = 0; 

es waren die Koordinaten des a, /?, 7t inversen Kreises 

«P P^ 1 ^ P^ 

cf,, /]?,, /c,, wo «1 = — ^ ; TT, = ^— ; also a = a. — ; 7t.^=^^— 

17 * 17 17 1 ^71 ^7 1 p 7 1 ^ 



oder 



— ^ = — , somit: aa. [-... — -(1— -]-kl=0; 

P TT ' P 2 \7t^ ' / ^ 



P 

a of, p + ...— — (p2 + k ^j) = 0, 



also 



'») ¥«.+^A-i(''-+9=»- 



In Worten: 

Satz 7: Einem linearen Komplex entspricht 
invers wiederum ein linearer Komplex, und 
zwar sind die Hauptkreise selbst invers, die 
Potenz der Inversion ist mittlere Proportionale 
zwischen den Potenzen der Komplexe. 

Zwei beliebige Kurven x und K berühren sich im 
Punkte P, wenn sie in P eine gemeinsame Tangente haben. 
Dieser Geraden entspricht dann invers ein Centralkreis, 
welcher die inversen Kurven /^ und K^ in P, dem inversen 
von P, berührt, was aus der Eindeutigkeit und Gegen- 
seitigkeit der inversen Beziehung hervorgeht. Haben die 
Kurven x und K in P einen Schnittpunkt und sind % und t 
ihre Tangenten in P, so entsprechen diesen zwei Central- 
kreise durch P, , deren Tangenten nach Satz 4 den Geraden 
1 und t parallel sind. Die Tangenten an die Kreise in P^ 
sind zugleich die der Kurven x, und K^ in Pj und wenn 
man dem Winkel zwischen zwei Kurven in einem Schnitt- 
pimkt als den ihrer Tangenten in diesem Punkte definiert, 
so haben wir den Hauptsatz der Inversion: 

Satz 8: Zwei beliebige Kurven schneiden 
sich in jedem gemeinsamen Punkte unterdem- 
selben Winkel, wie ihre inversen Kurven im 
inversen Punkte. 

Die Berührung fällt unter diesen Satz als Winkel 0. 
Aus Satz 8 folgt unmittelbar 
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Satz 9: Einem anendlich kleinen Dreieck 
entspricht invers ein ähnliches unendlich 
kleines Dreieck. 

Die Inversion, auch Kreisverwandtschaft 
(Möbius) oder Transformation durch reciproke 
Radien (Liouville) genannt, ist daher eine winkel- 
treue (in den kleinsten Teilen ähnliche) Ab- 
bildung (konforme) der Ebene (auf sich selbst; 
ja sie ist in gewissem Sinne die einzige, da die ähnliche 
Abbildung durch 2 Inversionen desselben Punktes vom selben 
Kern aus ersetzt werden kann. 

Ist A . Aj = p und A . B^ = q, so ist 

OA^_jp_ 
OB, q- 

Die Ähnlichkeit ist äufsere, wenn beide Potenzen das- 
selbe Zeichen haben, sonst innere. 

Aufgabe 5. Alle Kreise eines Unearen Komplexes, 
welche einen beliebigen Kreis K berflhren, berühren auch 
den fllr den Kern und die Potenz des Komplexes inversen 
von K. 

[Der Komplexkreis entspricht sich selbst] 
Da die Berührungspunkte invers, so geht ihre Ver- 
bindungslinie durch den Kern. 

Aufgabe 6. Wird ein Kreis von zwei Kreisen berührt, 
so geht die,, Verbindungslinie der Berührungspunkte durch 
einen ihrer Ähnlichkeitspunkte. 

[Durch den äufsem, wenn die Berührungen gleichartig sind.] 

Aufgabe 7. Werden zwei Kreise von einem dritten 
rechtwinklig geschnitten, so gehen die,. Verbindungslinien 
der Schnittpunkte paarweise durch die Ahnlichkeitspunkte. 

Aufgabe 8. Alle Kreise, welche zwei gegebene unter 
gleichen Winkeln schneiden,,, gehören zu zwei linearen 
Komplexen, deren Kerne die Ahnlichkeitspunkte sind. 

Aufgabe 9. Auf Aufgabe 6 gründet sich die Lösung 
der Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt P einen Kreis 
zu konstruieren, der zwei gegebene Kreise M^ und M^ berührt. 

[Di,e Potenz des Punktes P für den gesuchten Kreis 
ist im Ähnlichkeitspunkt der beiden gegebenen Kreise ge- 
geben, damit ist die Aufgabe 9 auf No. 34 § 21 zurückgeführt.] 
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Aufgabe 10. Auf die eben gelöste Aufgabe kann man 
die Lösung des Hauptproblems aus der Gruppe des sog. 
Apollonischen Taetionsproblems zurückführen: Einen Kreis 
zu konstruieren, der drei gegebene Kreise berührt. 

[Man vermindere alle Badien um den Radius des kleinsten 
Kreises.] 

Aufgabe 11. Die Richtigkeit der folgenden Lösung 
des Apollonischen Problems zu beweisen: 

Es seien M^ M^ M, die drei Kreise (am deutlichsten 
wird die Figur, wenn sie auseinander Uegen), man kon- 
struiere eine der 4 Geraden, auf welchen die 6 Ahnlich- 
keitspunkte liegen, z. B. die Gerade g der drei äufseren, 
konstruiere zu g die Pole P^ P^ P^ für jeden Kreis, verbinde 
jeden Pol mit dem Potenzpnnkt der 3 Kreise 0, diese Linien 
schneiden ihre Kreise resp. in A. und B., A« und B», A. 
und B„ 80 berühren die K?ei8e d^eh A, J^^rmi B, &', S; 
die Kreise M gleichartig. 

Aufgabe 12. Die sämtlichen 27 Aufgaben des Taetions- 
problems (die Kreise können Punktkreise und Linearkreise 
werden) lassen sich zurückführen auf die 3: einen Kreis 
zu konstruieren, der durch einen Punkt geht und 1) zwei 
Gerade, 2) zwei Kreise, 3) eine Gerade und einen Kreis 
berührt. Es sollen diese 3 Aufgaben durch Inversion auf 
einander zurückgeführt werden. 

Die Inversion, sowohl die positive als die negative, findet 
vielfache Anwendung in der Geometrie (vgl. Cissoide etc.) 
und Mathem. Physik, besonders in der Theorie des Potentials, 
in der Geodäsie und in der Mechanik, wo durch sie von 
Peaucellier 1864 die erste Lösung des Problems, eine 
Kreisbewegung in eine geradlinige zu verwandeln, gegeben 
wurde (Watt'sches Parallelogramm). 

Der Inversor besteht aus zwei gleichlangen Stäben 
(Figur 26) in durch ein Gelenk verbunden, die Stäbe 
greifen in ihren Enden mittelst Gelenken an die Ecken einer 
Raute AB CD, deren Seiten Gelenke verbinden; zwingt man 
jetzt A durch einen Zügel einen Eieis zu beschreiben, der 
durch geht, so beschreibt C eine Gerade, welche auf OM 
senkrecht steht (meist ist M in der Mitte von OA); denn 
es ist 0A.0C = 0B2 — AB2 = p. Näheres über den 
Inversor und seine Verbesserungen durch Hart, Kempe, 
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Sylvester bei M. J. Neuberg: Sur quelques SystAmes de 
tiges articulöes (Li6ge, 6. Bertrand, 1886). 



Fig. 26. 



über Kreisbtischel und lineare Komplexe vgl. Reye, 
Synthetische Geom. der Kugeln, Leipzig 1879. 
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Aufgabe 1. Der Ort der Punkte, für welche die 
Potenzen (bez. die Tangenten) in Bezug auf zwei feste 
Kreise ein festes Verhältnis haben, ist ein Kreis 

[qK — pK' = 0]. 

Aufgabe 2. Der Potenzpunkt der drei Ankreise eines 
Dreiecks ist der Schwerpunkt des Umfangs. 

[Der Mittelpunkt einer Dreiecksseite ist als Mitte der 
gemeinsamen Tangente ein Punkt der Potenzlinie für die 
beiden Ankreise der beiden andern Seiten und die Richtung 
der Potenzlinie ist die der Winkelhalbierenden.] 

Aufgabe 3. Fällt man von einem Punkt eines Kreises 
auf 2 Tangenten und ihre Bertlhrungssehne Lote, so ist 
das auf die Sehne mittlere Proportionale der beiden andern. 

[Sehnen-Tangentenwinkel.] 

Aufgabe 4. Fermatscher Satz. Figur 27. Errichtet 
man über einen Durchmesser AB = 2a das Rechteck AB CD, 

dessen andere Länge a >^2 und verbindet einen beliebigen 
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Punkt E der Peripherie mit den freien Ecken C und D und 
sehneidet DE den Durchmesser in F und CE in G, so ist 

AG2-fBF2 = 4a^ 

[Ein sehr kurzer Beweis: 

AG = r + x + G'G; BF = r — x + FG' 

2(AG« + BF2) = (AG + BF)2 + (AG — BFf; 

V ^y + a/2/^V y + a/2/ 

= -^[(2y + ay2)2 + x^2], da x^ + y^^a^ etc....] 

Aufgabe 5. Umkehr von 
Aufgabe 1. Die Abstände eines 
beweglichen Punktes auf einen 
Kjreis des Büschels von den Null- 
kreisen des Büschels stehen in 
B konstantem Verhältnis. 

Aufgabe 6. Invertiert man 
ein Strahlenbüschely so erhält 
man ein Ej-eisbüschel; wann be- 
rühren sich die Kreise desBüschels ? 
Aufgabe 7. Die Polaren 
eines Punktes P in Bezug auf 
alle Kreise eines Büschels bilden 
ein (Strahlen-)Büschel. 
Aufgabe 8. Bewegt sich eine Strecke von unveränder- 
licher Länge zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels, 
so beschreibt ihre Mitte einen Kreis. 

Umkehr des Satzes vom Peripheriewinkel auf den 
Halbkreis, Probe durch Eechnung.] 

Auf gäbe, 9. Die Gleichung des Kreises aufzustellen, 
der durch die Ähnlichkeitspunkte der Kreise K^^ mit Radius 
r^ und K^ mit Radius i^ geht und sein Centrum auf Kj K^ hat. 




Fig. 27. 



[Resultat -=^ 



vi 



Diese Gleichung ist die eines 



Kreises, dessen Centrum auf der Centrale liegt und wird 
von den Ahnlichkeitspunkten befriedigt.] 

Aufgabe 10. Den Ort des Scheitels B eines Dreiecks 
ABC zu finden, dessen Basis b festliegt, wenn pa^4"<l®^=^> 
p, q, n konstant. 
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Aufgabe 11. Den Ort eines Punkts zu bestimmen, von 
dem zwei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln erscheinen. 

Aufgabe 12. Den Ort des Punktes zu bestimmen, 
für den die Summe der Potenzen in Bezug auf n gegebene 
Kreise konstant ist. Verallgemeinerung? Specialfall, wo 
die Summe ist. 

Aufgabe 13. Den Ort der Punkte zu bestimmen, ftlr 
welche die Tangente an einem festen Kreis mittlere 
Proportionale zwischen einer festen Strecke und dem Ab- 
stand der Punkte von einer festen Geraden ist. 

Aufgabe 14. Schlägt man über einer Sehne eines 
Kreises als Durchmesser einen Kjeis, so ist die Potenz 
eines seiner Punkte gleich dem doppelten Produkt aus dem 
Abstand der Sehne von Gentrum und dem Abstand des 
Punkts von der Sehne. Daraus die Gleichung des Kreises, wenn 
die Gleichung der Sehne in Normalform H gegeben ist abzuleiten. 

Aufgabe 15. Durch Rechnung die Gleichung eines 
Kreises zu finden, der durch einen gegebenen Punkt P geht, 
die Gerade g und den Kreis K berührt, a) von aufsen, 
b) von innen. 

Aufgabe 16. Durch 3 Potenzen eines Punktes in Bezug 
auf vier gegebene Kreise ist die vierte im allgemeinen bestimmt. 

Aufgabe 17. Durch Inversion den Satz des Ptolemäos 
vom Kreisviereck zu beweisen. 

[Man bringe die 4 Ecken des Kreisvierecks durch 
Inversion auf eine Gerade und benutze die Relation von 
Aufgabe 8, § 3.] 

Aufgabe 18. Pol und Sehnenmittelpunkt sind invers 
in Bezug auf den Kreis als Inversator. 

Aufgabe 19. Alle Sehnen, die von einem festen Punkt 
des Kreises unter einem rechten Winkel gesehen werden, 
umhüllen einen festen Punkt auf dem Radius des Punktes. 

[Radius sei x Achse, Tangente y Achse, Gleichung: 

x' + y' + cx = 0. Sehne: y — y^ = l' ~l^ (x — x^). 

X, x^ 

c y 
Bedingung: x^ x^ + y^ y^ = 0. Es ist x^ = ^, 

CYi X. -VT 2 I 2 C 

Ja = -^^J w<> N = yi + Xi = — c x„ x^ = — — 
(Fregiersche Satz).] 

Simon, Geometrie der Ebene. 8 



114 IV. Der Kreis 

Aufgabe 20. Die Gleichung des Feuerbachsehen 
Kreises aufzustellen, wenn die 3 Seiten des Grunddreiecks 
durch die Hesseschen Formen x^ = 0, Xg = 0, Xg = ge- 
geben sind. 

pDer Feuerbach geht durch die 3 Seitenmitten, für die 

Linie, welche die Mitten von a und b verbindet, ist Xg = — hg, 
und da — ^-|-— ^-j-— ^ = 1 bezw. x^ sin « + Xg sin /S? + x^ 

sin y = — = L, so ist ihre Gleichung 

tg { Xj sin a -|- Xg sin /? — Xg sin y = L — 2xg sin y = 0, 

ebenso 

tg j Xg sin y -f- x^ sin a — x^ sin ß = L — 2X3 sin /? = 0, 

tj j Xg sin /? -j- ^ sin y — Xj sin a = L — 2x, sin a = 0. 

Nennen wir die Noilnalformen der tir, wo t^ = r^ f^^.^. 
so ist die gesuchte Gleichung nach Aufgabe 12 S. 84: 

K = Tj Tg sin y -\-T^T^ sin a -|- Tg Tj mi ß:= 0. 
Die fi ergeben sich aus Xg j t^ 4"*2 i ^1 +^'^2? ^^ 

l = — — — etc., als 1 sin a etc., also 
sin a 

K = tgtg sin^a + tgtj sin^ + t^tg sinV = 
oder nach Division mit ^ sin a sin /? sin y. 

OL) K = X? sin 2a + xl sin 2/f + X3 sin 2;/ — 2U = 0, 
wo U die Form des Umkreis : Xg Xg sin a -|- . . . 

Da 2 (t^ x^ cos a -f- *2 ^ cos /? 4" *8 ^ ^^^ 7)-» weil 
sin y = sin (a -f" /^) = 8"^ « c^s /:? + • • •> gleich 2 U — P, 
wo P = Xi sin 2 a + . . ., also gleich — K, so ist — K 
auch = 2L(Xi cos a + Xg cos /^-j-^ ®^s y) — 2P, somit 
P = 2LH — 2Ü, wo H die Harmonieale des Höhen- 
ßchnittpunkts x^ cos a -|" • • • bezeichnet, also 

ß) KJLH— 2U|U — 4-LH = 0. 

Aufgabe 21. Aus a) zu beweisen, dafs auf E aufser 
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den 3 Seitenmitten noch die 3 Höhenfafspunkte und die 
3 Mitten der oberen Höhenabschnitte liegen. E heifst daher 
auch Kreis der Neunpunkte. 

[Für den dritten Höhenfafspunkt ist gleichzeitig 
x^ cos a = Xg cos ß und Xg = 0, für die Mitte des Höhen- 
abschnitts ist x^ = r cos /? cos y, X, = r cos a cos y, 
Xg = r (cos a cos ß-\- cos y).] 

Aufgabe 22. Zu beweisen, dafs die Potenzlinie oder 
Radikalachse des Umkreises und des Peuerbachs die 
Harmonieale des Höhenpunkts ist. 

R = K — U = 4-I^H|H = 0. 

Aufgabe 23. Direkt zu zeigen, dafs ein Punkt, in 
welchem eine Seite des Höhenfufspunktdreiecks die ent- 
sprechende Dreiecksseite schneidet, für den Umkreis und 
den Feuerbach gleiche Potenz hat. 

Aufgabe 24. Die Gleichung des Kreises K um eine 
Dreiecksseite als Durchmesser au&iustellen. 

[Da z. B. Xg die Potenzlinie zu K und U, so ist 

K = U + cLxg. 

Da der Höhenfufspunkt z. B. von h^ j x^ == 0, Xg cos y — x^ 
cos « = auf dem Kreise liegt, so ist c = — cos y und 
K = U — cosyLxg.] 
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§ 26. Die homogene Gleichung zweiten Grades 

mit drei Yariabeln. 

Die Gleichung des Bjreises war in Punkt- und Ebenen- 
koordinaten vom zweiten Grade, der Kreis gehörte daher 
zu den Kurven zweiten Grades und zweiter Erlasse, d. h. zu 
den Linien von denen nicht mehr als zwei Punkte zu Einer 
Geraden und nicht mehr als zwei Gerade zu einem Punkt 
gehören. Wir können allgemein beweisen, dafs bei einer 
Kurve n Grades, k*^ nach Reye, nicht mehr als n Punkte 
auf einer Graden liegen, und bei einer Kurve n Klasse x** 
nicht mehr als n Tangenten durch einen Punkt gehen. Die 
Linie x = bezw. y = schneidet in n Punkten und jede 
Gerade kann Achse sein. Es ist 

1) aiir' + 2ai2rs + 2a,3r + a,2 82 + 2a23S + a33 = 

die allgemeinste Form einer Gleichung zweiten Grades in 
zwei Variabein; wir machen die Gleichung homogen durch 
Einführung einer Hülfsvariabeln, indem wir setzen: 

S| Sq 

r:=— ^; s = -^. 



^8 ®8 

Sollen r und s Punktkoordinaten bedeuten, so schreiben 
wir dafür x, y, sollen r und s Linienkoordinaten bedeuten, 
so schreiben wir dafür u und v, wenn es die Achsen- 
Linienkoordinaten sind; die allgemeinen Linienkoordinaten 
sind homogen und werden dadurch gekennzeichnet, dafs wir 

statt Sj etc. setzen a^ etc. Ist a\ -^ al = l und das 
Koordinatensystem homogen, so haben wir Hessesche 
Koordinaten. 
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Dnrch Einführung der Hülfsyariabel geht 1) über in 
die bequeme Form 

2) i:aik8iSk = 

wo aik = Ski und die Indices i und k der Reihe nach die 
Werte von 1 bis 3 durchlaufen. Die linke Seite von 2) 
heifst homogene Form zweiten Grades und werde mit G^ 
bezeichnet. Werden durch die s Punktkoordinaten bezeichnet, 
so ist G^ = die allgemeine Gleichung der Linie zweiten 
Grades, x^, sind die s Linienkoordinaten, so ist G^ = die 
Gleichung einer Linie zweiter Klasse: x^ zusammenfassend 
sagen wir, G* = stelle ein Gebilde zweiter 
Ordnung dar. 

Die Form 2) enthält 6 Konstanten, da aber die 
Gesamtheit der Systeme s^ . . ., welche die Gleichung 2) 
erfüllen, sich nicht ändert (die Valenz ungeändert bleibt) 
wenn man 2) mit einer Konstanten multipliziert und nicht 
alle a, ja nicht einmal alle Koeffizienten An ^3 &22 ^^^' 
schwinden dürfen, so kann man durch einen von ihnen 
z. B. a^. dividieren und die Form 2) hängt also nur von 
den 5 Quotienten ab. Bezeichnet man allgemein ein Wert- 
system der s, welches die Gleichung 2) erfüllt: als: Element 
des Gebildes G^, so sieht man, dafs im aUgemeinen die 
Form 2) durch 5 Elemente und damit auch das Gebilde G 

bestimmt ist, da im allgemeinen die 5 Quotienten aus 

5 linearen Gleichungen als Funktionen der 5 Wertsysteme 

Si . . . bis Si . . . berechnet werden können, also : 

Satz 1. EineK^bezw. x* ist durchs ihrerPunkte 
bezw. 5 ihrer Linien im allgemeinen bestimmt. 

Sind 4 Elemente von G^ gegeben, so kann das fünfte 

beliebig gewählt werden und es giebt unzählige Gebilde G^, 

welche dieselben 4 Elemente besitzen. Man erhält dann 

zur Bestimmung der 5 Quotienten 4 lineare Gleichungen 

und kann dann 4 durch den fünften ausdrücken. Nehmen 

a* V 
wir an, wir hätten durch a^^ dividiert und bezeichnen ^ 



2 



»11 



mit bik, dann kann man z. B. die 4 ersten Quotienten durch 
den letzten bgg ausdrücken und es ist bik = Sik + s'ik bss 
wo die s ganz bestimmte Funktionen der fünf gegebenen 
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Elemente s sind, also ganz bestimmte Zahlen. Wir er- 
halten also 

^:!M = G2(s)4-b33G2(si)undG^ = 0{G^(c) + AG^(d) = 0; 

wenn wir Sik mit Cik und s'nc mit di^ und \^ mit A be- 
zeichnen, wo l unbestimmt ist. 

Es sind aber 6^(0) = und Gr^{d) = die Gleichungen 
zweier Gebilde zweiten Grades C und D, diese haben 
zunächst die vier gegebenen Elemente gemein, wie man 
sieht, wenn man X = setzt, aber generaliter nur diese 
4, da zwei Gleichungen zweiten Grades im allgemeinen 
nicht mehr als vier gemeinsame Lösungen haben. Es lassen 
sich also die Gleichungen aller Gebilde G, welche durch 
dieselben vier Elemente gehen auf die Form G^ -\-l G-' 
bringen, sie bilden eine Schar oder ein Büschel, i heifst 
der Parameter. 
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Sei G = Taik Si Sk = a^i sf . . . = gegeben als Gleichung 
des Gebildes G, jedes Wertsystem der Variabein heifse 
Element des Gebiets, es werde kurz mit s bezeichnet, und 
wenn es die Gleichung 1) erfüllt, heifst es Element des 
Gebildes, soll das Element s hervorgehoben werden, so setzen 
wir statt G: G(s). 

Es war schon im § 21 Gleichung 5) bewiesen, dafs 

3) G(s + s') = G(s) + 2 ^Si'G'(Si) + G(s'), 
wo 

4) G'(Si) = aiiSi + ai2Sa+ai3S3 = 2'kaikSk. 

(2 G' (Si) heifst die Ableitung von G (s) nach Si). 

Die Form 2:si'G'(Si) sowie jede äquivalente heifst die 
Polarform P (s' G) des Pol(element8) s' für die Form G ; 
sieht man darin s' als gegeben, s als Variabel an, so ist 
P(s'G) = ein Gebilde erster Ordnung und heifst 
die Polare von s' in Bezug auf das Gebilde G = 0. 

Es ist G (s -|- s') = G (s' -j- s) und somit 

5) P (s' G) = S Si' G' (Si) = i: Si G' (SiO = P (s, s'), 
femer war 



§ 27. Polare. 119 

6) 2:siG'(8i) = G(s). 

Aus 5) folgt sofort der Hauptsatz: 

Satz 2. Gehört das Element s zur Polare des 
Pols s\ so gehört das Element s' zur Polare des Pols s. 

Aus 6) folgt: 

Satz 3. Liegen Pol und Polare in einander, 
so gehört der Pol zum Gebilde, und umgekehrt. 

Bestimmen die Variabein Punkte oder kurz: ist das 
Polelement ein Punkt s, so ist die Polare eine Gerade, 
deren Koordinaten G'(Si) sind; ist es eine Gerade, so ist 
die Polare ein Punkt, dessen Koordinaten G'(Si) sind; also: 

Satz 4. Pol und Polare sind stets von ent- 
gegengesetzter (reciproker) Art. 

Es liegt nahe diese Beziehung zu benutzen um zwischen 
Punkt und Linienkoordinaten zu wechseln, indem man 
G(Si) = <7i setzt, also 

7) a„Si+ai2S2 + a,3S3 = (7, 

^21 Si "T a^2 ^2 "T~ ^g ^8 ^^ ^2 
^1 ®1 "T" ^82 ^2 4~ ^88 ^8 = ^8 

ein System von 3 homogenen linearen Gleichimgen, welches 
im allgemeinen gestattet umgekehrt die s durch die a aus- 
zudrücken, und man erhält 

8) s,^ «»ia,+aua. + «i»a, _^,^^^^^ 

wo die a sowohl als A Funktionen der a sind. 

Nur wenn A = ist, ist es nicht möglich die s durch 
die (7 zu bestimmen; dies kann nur eintreten, wenn die 
3 Gleichungen 7) miteinander unvereinbar sind, d. h. wenn 
eine der G' (Si) schon durch die beiden andern bestimmt ist. 
A = ist also eine Gleichung zwischen den Koeffizienten aik, 
welche aussagt, dafs wenn 2 der G' (si) = sind, die dritte 
von selbst ist. Ist A = 0, so soll die Form und 
das Gebilde G uneigentlich genannt werden. 

Ist die Grundform G eigentlich, so gehört zu jeder 
Form H(s) eine Wechselform H(a) und zu jedem 
Gebilde H (s) = ein Wechselgebilde H(a) = = §. Die 
Gebilde H und § sind im allgemeinen verschieden, aber 
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von gleicher Ordnung nur in verschiedenen Baumelementen ; 
sind sie identisch, so müssen Pol und Polare in einander 
liegen, also: 

Satz 5. Das Gebilde G ist sein eigenes 
Wechselgebilde R 

Satz 5a. Ist a die Polare zum Pol s in Bezug 
auf G, so ist s die Polare zum Pol o in Bezug 
auf r. 

Man erhält H und damit Satz 5 und 5 a, wenn, man 6) 
in der Form schreibt: 

i;si(yi = i:(yiH'(ai) = 

und damit zugleich: 

Satz 6. Die Wechselform einer Wechsel- 
form ist wieder die ursprüngliche Form. 

Aufgabe 1. Da aik = ati so ist «ik = «ki = 

Aufgabe 2. Die Form A, welche, = gesetzt, die 
Bedingung ausdrückt, dafs alle drei a zugleich verschwinden 
können für ein Wertsystem s, auszurechnen durch Rück- 
substitution. Es mufs z. B. 

A "^ A 

sein, also 

A = a^i «11 -f- ajg «12 -\- ajg «j, = aj^ a^^ -f- \^ a^^ 

I ^28 ^28 ^^ ^8 ^18 1 ^28 ^28 I ^88 ^38 

und ai 1 «k 1 + ai 2 «k 2 + ai 3 «k 3 identisch = aufser 
wenn i = k. 

Aufgabe 3. Die a aus dem Gleichungssystem 8) zu 
bestimmen. 

Man hat «n ^^i + «12 ^^g -f" "i8 ^2 = ^ "^i ^*^-? hieran» 
folgt, dafs, wenn man dieselbe Verbindung der «, welche 
aus den a die a lieferte ß nennt und die Form welche A 
entspricht ß: ßi\ = B.\\k und B = A^ also : 

Eine eigentliche Kurve zweiten Grades ist zugleich eine 
eigentliche Kurve zweiter Klasse und umgekehrt. 
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Die eigentlichen Kurven k^ und x^ sind identisch. 

Aus der Form G (s) = 2" s^ (Xk = ergiebt sich ohne 
Kechnung r{a) = 2: cruc (Ji C7k = 0, wo der von verschiedene 

Faktor -j- weggelassen. 
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Es seien s' und s" zwei Elemente des Gebiets der s, 
dann ist der Komplex aller Elemente s von der Form 
s'-f-^s"? wenn die s Punkte bedeuten, die Gerade S'S", 
und wenn Gerade, der Punkt S' S", wobei dem Wert 
/ = + 00 das Element s" selbst zugeordnet wird ; also s' -f- A s" 
Punktreihe oder Strahlbttschel. Lassen wir die Bedeutung 
der 8 zweifelhaft, so nennen wir den Komplex s' -f- Ä s" 
ein Linear-Gebilde (C^) oder Gebilde erster Ordnung. 

Setzen wir in G (s) für s ein s' -|- ^ s", so giebt 2) 

9) G (s) = G (s') + 2 A P (s' s") -^k^G (s") = 0. 

Diese in k quadratische Gleichung ist das 
Fundament der Theorie der Kegelschnitte. 

Sie giebt sofort: 

Satz 1. Ein Gebilde zweiter Ordnung hat 
mit einem erster Ordnung aufser ihm nicht mehr 
als 2 Elemente (Schnitte) gemein. 

Ist s' auf G, so ist G (s') = und eine Wurzel der 
Gleichung 9) ist 0, ist aber auch P (s' s") = 0, d. h. liegt 
s" auf der Polaren von s', auf der s' weil zu G gehörig 
ebenfalls liegt, so wird auch die zweite Wurzel l zu 0, der 
zweite Schnitt des Gebildes C^ mit G fällt mit dem ersten, 
s', zusammen. Das Gebilde C^ heifst dann G in s' tangierend 
und ist mit dem Gebilde P(s's) = identisch. 

Aufgabe 1. Die Identität von C^ und P(s'8) durch 
Rechnung zu erweisen. [Es ist P(s', s") = nach Vor- 
aussetzung P (s', s' + A s") = P (s' s') + A P (s' s") = G (s') 
-j- A P (s' s") = ; und das Umgekehrte gilt auch, d. h. wenn 

P (s' s) = ist s { s' -f A s" weil sonst der konstante Quotient 

s " 
z. B. \, variabel wäre. 
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Ist s' Punkt, so heifst die Gerade P (s' s) = die 
Tangente von G in s'; ist s' Gerade, so heifst der Punkt 
P (s' s) = der Berührungspunkt von s' auf G. Also : 

Satz 8. Die Polare ist für eine Kurve K^ 
zugleich die Tangente, und für eine Kurve x^ 
zugleich der Berührungspunkt. 

Es kann vorkommen, dafs ein Element s' keine be- 
stimmte Polare hat, dies tritt ein, wenn P (s' s) oder 
H Si Oi identisch verschwindet, d. h. alle drei </ gleichzeitig 
null werden; da dann nach 6) auch G(8')=^0, so liegt ein 
solches Element stets auf G und ist durch drei homogene 
lineare Gleichungen ai i s^ -|- ^i 2 s^ -f- ai 3 Sg = (7i = be- 
stimmt, die 3. mufs also von selbst verschwinden, sobald 
zwei erfüllt sind, es besteht also zwischen den Koeffizienten 
von G die Gleichung A = 0, das Gebilde G = ist 
uneigentlich, und es giebt im allgemeinen nur ein 
solches Element, das wir Doppelelement nennen. 

Liegt aufser dem Berührungselement noch ein Element 
von G auf der Polaren oder Tangentialen, so verschwindet 
G identisch und die Polare liegt mit all ihren 
Elementen in G; die Form G(s) ist dann durch P(s's) 
teilbar. Existiert ein Doppelelement s' und verbindet man 
dies durch einen linearen Komplex s' -f- A s" mit einem 
zweiten, so liegt dieser entweder ganz in G oder hat mit G 
nur das Element s' gemein. Also 

Satz 9. Eine Kurve K^ mit einem Doppelpunkt ist 
ein Linienpaar, dessen Gerade sich im Doppelpunkte 
schneiden. 

Satz 9a. Eine Kurve x® mit einer Doppelgeraden ist 
ein Punktepaar, dessen Punkte auf der Doppelgeraden 
liegen. 

Aufgabe 2. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs, 
wenn t und r auf der Polaren von s' liegen, auch t-\-li 
auf ihr liegt. 

Aufgabe 3. Desgl.: wenn die Polare von s' aufser s' 
noch ein zweites Element t' mit G gemein hat, so besitzt G 
auf s' -f- A t' ein Doppelelement. 

[Es folgt aus dem Gleichungssystem a^' : t^' = (7^' : r^' 
= (7jj' : Tg' = A, (7/ — i t' = . . . , d. h. aber s' — IV ist 
Doppelelement.] 
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Aufgabe 4. Die Bedingung, dafs G in ein Produkt 
zweier linearer Faktoren zerfällt, ist A = 0; die Zerfallung 
zu bewirken. 

Es mögen die s Punkte bedeuten, wir verlegen den 

Anfangspunkt in den Doppelpunkt S' { s' und nehmen an, 

dafs S' endlich, d. h. also s-'^O; dann ist x = -^=^-^ 

' 3 , Sa r3 

s' 
+ — etc. oder s^ = t^ s,' + r, s/, s^ = r^ Sg' + . . ., 

83 = Sg'+Sg'Tg, also G(s) = 8'3 G(rj, r,, 0) + 2r3 s^'P (r s') 

+ r» G (sO, G (s') = und P (r s') = -T n a^ ist identisch Null, 
also 

G (s) { G (r^ r^ 0), d. h.: 

Verlegt man den Nullpunkt in den Doppel- 
punkt, so verschwindet die Koordinate Sg, es 
bleiben nur die Glieder zweiter Dimension 
in den Punktkoordinaten mit unveränderten 
Koeffizienten. 

Nach den Sätzen über die quadratische Gleichung ist 

nun G (s) { G (r^ i^ 0) { a^^ r i -[- 2 a^^ r^ r^ -f- a^^ ra, falls einer 
der beiden a^^ oder a,,, z. B. a^iytO gleich dem Produkt 

— [»11 Ti + (a, , + Wg) rj [a,, r, + (»12 — Wg) rj und hieraus 
»11 % 

durch Rücktransformation 

G- (8) i — [»11 8, + (aj, + Wg) S2 + (a^g — w,) Sg] 

[»11 »1 + (»19 — ^s) 83 + (»12 + ^2) 81], WO W3 = ai^ — a^i aog 

und W2 = a3i — agg a^ ist. 

Die Rechnung und die Zerlegung bleibt bestehen, auch 
wenn s Linienkoordinate. Das Zeichen von Wg bestimmt w^. 

Aufgabe 5. Die Zerlegung zu bewirken, wenn beide 
Quadrate in der reduzierten Form fehlen. 

[Die Kurve K* zerfällt dann in die eine Achse und 
eine Parallele zur andern.] 

Aufgabe 6. Die Zerlegung direkt zu bewirken. 

Aufgabe 7. Zu beweisen, dafs für den Doppelpunkt 
beide Faktoren verschwinden. 
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[Seine Koordinaten sind proportional w^w^, w,.] 
Aufgabe 8. Wann ist G ein Paar konjugiert imaginärer 

Geraden bezw. Punkte und wann eine Doppelgerade bezw. 

Doppelpunkt? 

Aufgabe 9. Die Zerlegung zu bewirken, wenn der 
Doppelpunkt im Unendlichen. 

In diesem Falle ist s^' = 0, s/ : s^' = p : q, wo p und q, 
wenn die s Punkte, den Richtungsfaktoren von s' : sin (w — a) 
und sin (a) proportional sind. Man kann also z. B. setzen 

Si = r^ + r, p + rg, Sg = r^ + r, q + rj, 

S8 = 0ri + 0r3+r3 

d. h. man dreht nur die y Achse in die Bichtung des un- 
endlich fernen Doppelpunkts, aus G(s) verschwindet dann 

die Koordinate t^ und es bleibt r? a,^ -|- 2 r^ rg P (100, 001) 

+ 4 ags = r? aj, + 2 r, rg a,8 + ^l ^sy <i- ^- ^^ i'aar Paral- 
lelen zur Bichtung in der S' liegt, bezw.? 

Aufgabe 10. Zu beweisen: Die Polare zu jedem 
Element eines uneigentlichen Gebildes geht durch das 
Doppelelement. 

Hat G noch ein zweites Doppelelement s", so ist 
s' + 1 s" auch Doppelelement, das Gebilde reduziert sich 
auf eine Doppelgerade bezw. einen Doppelpunkt. 

Die uneigentlichen Kurven K* sind also: Linienpaar 
(schneidend oder pa'fallel), Doppelgerade, die uneigentlichen 
Kurven x: Punktepaar, unendlich ferne Gerade, Doppelpunkt. 

Die eigentlichen Kurven K^ teilt man ein nach ihrer 
Beziehung zur unendlich fernen Geraden Sg = ; dann 

reduziert sich G auf a^ j s? -j- 2 a^ Sj s^ -|- ^22 ^2 und je nach- 
dem die Discriminante «gg dieser quadratischen Form 

2li2 — aj, agg >> 0, = 0; < schneidet die Kurve, die un- 
endlich ferne Gerade in zwei Punkten, berührt sie in 
Einem doppelt zu zählenden Punkt, oder hat mit ihr keine 
reellen Punkte gemeinsam: wir unterscheiden die 3 Kurven 
je nachdem als Hyperbel, Parabel, Ellipse. 

Wir haben gesehen, dafs die eigentlichen Kurven x* 
mit den Kurven K® identisch sind. 

Aufgabe 11. Was bedeuten die Bedingungen 
ttgg = <> für die Kurven x«? 
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§ 29. Pol und Polare. 

Sei jetzt s' ein beliebiges Element, s ein zweites und 
s' -f- ^ s ihr (lineares) Verbindungs-Gebilde (S' S). Die Gröfse 
l ist, wenn wir s^' nnd Sg als 1 ansehen, and die s Punkte 
bedeuten, das Teilungsverhältnis der Strecke S'S 
und wenn die s Gerade, so ist l, von einem für das ganze 
Gebilde konstanten Faktor abgesehen, das Teilungsverhältnis 
des Winkels S' S. Zwei Elemente s' -f- ^ s, s' -f- ^' s sind 
harmonisch, wenn X-\-l' = ist. Für die Schnitte von 
(S' S) mit G galt die Gleichung 

9) A^ G - (s) + 2 A P (s s') 4- G« (s') = 0, 

sie ergiebt für l 

^ = - ß^ (P (S 8') + /P« (8 8') - G (8) G (8')) 

Die Gröfse unter der Wurzel ist selbst eine quadratische 
Form K in Bezug auf s; K = 0, das Gebilde K, liefert die 
Gesamtheit aller von s' an G gezogenen Tangentialen. Das 
Element s' gehört selbst zu K, da P (s' s') = G (s') ist (6) 
und ist ein Doppelelement, da K' (Si) = P (s s') G' (si') 
— G' (Si) G (s') für s = s' identisch verschwindet. Für die 
Berührungselemente selbst ist G (s) = 0, also für sie zu- 
gleich K = und G = 0, d. h. auch P (s s') = 0. Wir haben 
die Sätze: 

Satz 10. Von Einem Punkte gehen an eine 
Kurve K zwei Tangenten, auf einer Geraden 
liegen von einer Kurve x zwei Punkte; die Berüh- 
rungspunkte der Tangenten liegen auf der Polaren 
des Punktes s, die Berührungsgeraden der Punkte 
schneiden sich im Pole der Geraden s. 

Die Gleichung 9) zeigt, dafs, wenn s auf der Polaren 
von s' (also auch s' auf der Polaren von s), die beiden 
Wurzeln entgegengesetzt sind, also: 

Satz 11. Pol und Polare werden durch die Kurve 
harmonisch gretrennt. 

Die Polare heifst daher auch harmonische 
Polare. 
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Sei s irgend ein Punkt aaf der Verbindung s' s", a seine 
Polare, so ist s = s' + A s", aj = G' (sj) = G' (si') + A G (si") 
= a'i -f- A C7i", (7 = a' -[- A (7" oder : 

Bewegt sich ein Pol auf einer Verbindung, so 
bewegt sich seine Polare auf der polaren Ver- 
bindung. 

Aufgabe 1. Vier harmonischen Polen ent- 
sprechen vier harmonische Polaren, die Träger 
beider Systeme entsprechen sich polar. 

Es sind durch die Polarität gegenseitig zugeordnet: 
Punkt als Pol und Gerade als Polare, aber wir können 
auch jedem Punkt auf einer Geraden den Punkt zuordnen, 
in welchem seine Polare die Gerade schneidet, jeder Geraden 
in einem Büschel den Strahl des Büschels, welcher durch 
den Pol der Geraden geht, Zur Vereinfachung können wir 
festsetzen, dafs die Variabein s Punkte, die Variabein a Gerade 
bezeichnen, denn die Formen G (s) und F (p) stellen ein und 
dieselbe Kurve dar, abwechselnd aufgefafst als InbegriflF 
ihrer Punkte oder Tangenten, und es ist gezeigt, dafs, wenn 
die Form G(s) eigentlich, es die Form Tip) desgleichen ist, 
und umgekehrt. Jeder eigentlichen Kurve zweiten Grades 
kommen daher auch die Eigenschaften der eigentlichen Kurven 
zweiter Klasse zu, und man kann beide zusammenfassen in 
den Begriff Linien zweiten Ranges oder Kegelschnitte und 
die Sätze, die wir bisher vereint bewiesen, getrennt aussprechen. 

Satz 12. Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, 
so dreht sich seine Polare um einen Punkt, den Pol 
jener Geraden und v. v. 

Satz 13. Ein Punkt und sein (auf einer beliebigen 
Geraden) zugeordneter werden durch die Kurve 
harmonisch getrennt. 

Satz 13a. Zwei zugeordnete Strahlen eines 
Büschels werden durch die Kurve (d. h. durch die 
beiden zum Büschel gehörigen Tangenten) harmo- 
nisch getrennt. 

Satz 12 gestattet durch Polarisieren in Bezug auf 
eine beliebige Kurve K® als Grundkurve sofort zu jedem 
nicht metrischen Satz über Punkte einen dualen über die 
polaren Geraden auszusprechen und v. v. 

Satz 13 und 13 a zeigen, dafs die Kurve K* für jede 
Gerade als Träger einer Punktreihe und für jeden Punkt 
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als Träger eines Strahlenbüschels die Hauptpunkte bezw. 
Hauptstrahlen einer Involution liefert. 

Da die Sätze über Pol und Polare sich für alle Kurven 
K^ genau wie beim Kreis gestalten, so sind damit auch die 
betreffenden Aufgaben gelöst, wie z. B. (vgl. Aufgabe 18 § 21) 

Aufgabe 2. Von einem Punkt an die Kurve K* die 
Tangenten mittelst des Lineals zu konstruieren. 

Aufgabe 3. Auf einer Geraden die Schnittpunkte mit 
der Kurve x^^K^ zu finden, nur mit dem Lineal. 

Aufgabe 4. Die Bedingung dafür anzugeben, dass die 

Polare zu'S { s' die Kurve schneidet, bezw. dafs die Tangenten 
reell sind. 

Lösung: Die beiden Faktoren, in die sich die Gleichung 
des Tangßntenpaares : P* (s s') — G (s) G (s') = spaltet, 
müssen reell sein; sei sie geordnet i^bikSiSk, so ist bik 
= (7i' Oy — »i k p, wo p ein Zeichen für die Konstante G (s'). 

Aufg. 2 §2 ergiebt als Bedingung der Realität: bi^2 — b-^ bgg >0, 

d. h. aber, wie man mit geringer Mühe feststellt — S3 Ap>0; 
p = G(s') heifst wie beim Kreis die Potenz des Punktes 
s' für das Gebilde, also 

Satz 14. Von einem Punkt S' lassen sich an 
die Kurve Zwei Tangenten, eine Tangente, keine 
Tangente ziehen, je nachdem das Produkt aus 
Potenz und Discriminante gröfser als Null, gleich 
Null, kleiner als Null ist. 

Die Punkte, von denen sich Tangenten ziehen lassen, 
bezw. deren Polare schneidet, heifsen äufsere, die entgegen- 
gesetzten innere. Da das Zeichen von A konstant, wie A 
selbst, so hängt die Möglichkeit der Tangenten nur vom 
Zeichen von p ab; man kann durch Multiplikation mit einem 
konstanten Faktor + 1 dafür sorgen, dafs A negativ, und 
dann haben die äufseren Punkte positive, die innere 
negative Potenz und auf der Kurve ist die Potenz Null. 

Aufgabe 6. Wo liegen die Punkte, die für K* eine 
konstante Potenz haben? 

Aufgabe 7. Die Bedingung anzugeben, dafs eine 
Gerade die Kurve x* schneide. 

[Polarisierung von Aufgabe 4; Potenz der Geraden ist 
T(q\ wo g die Koordinaten der Gerade repräsentiert, und 
B = A«, vgl. Aufgabe 2 § 27 S. 120 unten.] 
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Satz 15. Eine Gerade schneidet die Kurve, be- 
rührt sie, schneidet sie nicht, je nachdem ihre 
Potenz in Bezug auf die Kurve positiv. Null oder 
negativ ist. 

Aufgabe 8. Die Zerlegbarkeit von T(s) = p2(ss') 
— G (s) 6 (s') durch Rechnung nachzuweisen. 

Wir leiten einige Sätze über Determinanten, bezw. über 

die Form A ab. Es war A = aii «n ^-a,2«l2■-|-2.l8«l8^••• 
und wir erhielten A durch Auflösung der 3 homogenen 
linearen Gleichungen S. 120, also 

1) wenn die Koeffizienten einer der drei' linearen 
Gleichungen mit einem Faktor f multipliziert werden, so 
wird A mit f multipliziert. 

2) Wenn wir die Glieder einer der drei Gleichungen um 
Ifxv ändern, so ist A^^^ == A -}- B, wo B dieselbe Form wie A 
in Bezug auf ein System, in dem an Stelle der geänderten 
Gleichung die Form X s^^ -\- jtt s^ -{- v s^ getreten ist. 

3) Wenn wir die Stellung zweier Gleichungen im 
System vertauschen, so wechselt A das Zeichen und wenn 
zwei Gleichungen sich nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden, so ist A identisch Null. 

Schreiben wir die Gleichungen so, dafs wir nur die 
Koeffizienten der Variabein hinschreiben und deuten wir 
die Funktion A der Koeffizienten durch vertikale Striche 
an, so haben wir: 



A = 



a 



11 



^12 ^18 



^12 ^92 ^28 



^18 ^28 



8 



und indem wir die 3 Sätze auf die Form T (s) = Ihn, SiSk 
anwenden, erhalten wir, die Striche an den a des Pimktes 
s' weglassend: 



B = p 



2 



a, 



2 



^12 ^18 
^22 ^28 



^8 ^8 *38 



+ P 



2 



'2 



»11 ^1 
»12 ^2 
»18 ^8 



»18 
»28 
8 



+ P 



2 



CT. 



»11 »12 ^1 
»12 »22 ^2 
»18 »28 ^8 



— P 



2 



»11 »12 »18 
»12 »22 »28 
»18 »28 »88 



B = p«(ffiC, + a,C,4-a8C, — pA) 
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aber C^ ist, wie nnmittelbar klar o^^a^jL+^a^aa+^s "33=^^-^ 
etc., also 

B = p2A(8i(7^4-8aag + S8ag— p) = p«A(p — p) = Oq.e.d. 

Aufgabe 9. Die Gleichungen der Tangenten an einen 
Punkt x' y' der Kurve in Punktkoordinaten 

x(aiix' + aiay' + a,8) + --- + (ai8x' + aa8y' + a88) = 0. 

Aufgabe 10. Die Gleichung der Normalen in S' j x' y' 
in rechtwinkligen Koordinaten 

X — x^ _ y — y' 

Aufgabe 11. Die Gleichungen der Tangenten von 
einem Punkt aufserhalb der Kurve (vgl. Aufgabe 4): 

[x ((/? — a,i p) + y ((7/ (7/ — a^a p + /— Ap) 



+ <fi' <^Z — »18 P — f '^— A P]. 



[x (o'i — a,, p) + y ((7i ' (7/ — a^ap — V— Äp) 

vorausgesetzt a'\ — a^j p ^ 0. 

Aufgabe 12. Die Koordinaten des Bertthnmgspunktes 
auf einer der beiden Tangenten zu ermitteln. 

[Zur Gleichung einer der Tangenten kommt P(8s') = 
hinzu.] 

Aufgabe 13. Wenn sich eine Sehne um den festen 

Punkt P { s' dreht, so war die Polare der Ort der Punkte, 
ftlr welche das Doppelverhältnis t auf jeder Sehne — 1 war; 
Ort der Punkte, wenn t konstant gleich c. 

Da die Wurzeln von 9) das Verhältnis c haben, so ist 

A4 = cA, also Ai(c + 1) = — -^^, A?c==g^ wo s' 

konstant, s" variabel, somit: 

(e + If G (s'O G (s') = 4 c . P2 (s' s"). 

Durch welche beiden Punkte geht diese Kurve? wann 
liegt s' selbst auf ihr. 

Aufgabe 14. Das Rechteck aus den Abschnitten einer 

durch den festen Punkt P {s' gehenden Sehne zu berechnen* 

Simon, Geometrie der Ebene. 9 



130 V. Abschnitt. 

Sei ß die Entfernung von P bis zu einem der Schnitt- 
punkte mit der Kurve, so ist s^ = s^' sin vf -f B sin (w — a) Sg', 
Sg = Sg' sin w -f- K sin a Sg', Sg = Sg' sin w -f- B • 0, wo w Ko- 
ordinatenwinkel. Nennen wir den in der Bichtung a un- 
endlich fernen Punkt t, wo t { sin (w — a), sin a, 0, so ist 

9a) G(s) = sin« w G(s') + 2BP (s' t) Sg' sin w 

+ slB«G(t) = 0, 

also R, ß, = ; ^-^, ist w = 90, so ist 

' * 8^'G(t) 

^ « a^i cos« a -f- 2aj2 cos a sin a -\- agg sin« a ' 

Also haben wir den Potenzsatz: 

Satz 16. Das Produkt aus den Abschnitten 
aller durch einen festen Punkt gehenden Sehnen 
ist gleich der Potenz des Punktes multipliziert mit 
einem Bichtungsfaktor. 

Der Bichtungsfaktor ist gleich sin« w dividiert durch 
die Potenz des in der Bichtung der Sehne unendlich fernen 
Punktes, also CoroUar: 

Satz 17. Das Verhältnis der Bechtecke aus den 
Abschnitten zweier sich in P schneidenden Sehnen 
bleibt unverändert, wenn beide Sehnen parallel 
verschoben werden. 

Aufgabe 15. Ein Dreieck zu konstruieren, dessen 
Pole auf ihren Polaren liegen. 

Aufgabe 16. Ein Dreieck zu konstruieren, dessen 
Ecken die Pole für die gegenüberliegenden Seiten sind, ein 
Tripeldreiech (vgl. Aufgabe 2 § 29). 

Aufgabe 17. Ort der Punkte, für welche die Potenzen 
in Bezug auf zwei gegebene Kurven K« ein festes Verhältnis 
haben. 

Satz 18. Auf jedem Kegelschnitt einer Schar haben 
die Potenzen zu zwei Kurven der Schar ein festes Verhältnis. 

Aufgabe 18. Ort der Punkte, welche einen festen 
Kreis K berühren und durch einen festen Punkt P gehen. 

Der Ort ist K«, wann ist derselbe Ellipse, Parabel, 
Hyperbel. 
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Aufgabe 19. Ort der Punkte, deren Potenzen für 
zwei feste Kurven K^ eine konstante Summe oder Differenz 
haben. 

Aufgabe 20. Das Sttlck jeder dritten Tangente 
zwischen zwei festen Tangenten wird durch den 
eignen Berührungspunkt und die Polare des Schnitt- 
punkts der festen Tangenten harmonisch geteilt. 

(Satz 12.) 

Aufgabe 21. In jedem Tangentendreieck schneiden 
sich die Ecktransversalen nach den gegenüberliegenden 
Berührungspunkten in Einem Punkt. 

Aufgabe 22. Den dualen Satz zu diesem. 

Aufgabe 23. Die Diagonalen des einem Kegelschnitt 
eingeschriebenen Vierecks und die des zugehörigen um- 
geschriebenen Vierecks schneiden sich in Einem Punkt. 

[Die Seiten des Einen sind Polaren der Ecken des 
andern Vierecks.] 

Aufgabe 24. Den Satz in Aufgabe 22) durch Rechnung 
zu beweisen. 

Wir formen 6(8) um; wir halten den Punkt (das 
Element) bestimmt durch seine Potenzen in Bezug auf drei 
Gerade, die x Achse, die y Achse und die unendlich ferne 
Gerade, unter Potenz den Wert verstanden, den die Form 



BOrrr — 



"O-*. 




Fig. 28. 



annimmt, wenn man darin die Koordinaten des Ele- 
ments einsetzt. Es seien x^, x^yXg drei beliebige Gerade 

Xj = y^^ ^1 -f- /la ^2 "h ^18 ^8 ^^^'j ™^* ^^^ Bedingung, dafs 
die drei Geraden sich nicht in Einem Punkt schneiden (bezw. 

9* 
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die 3 Punkte nicht in einer Geraden liegen) also A (y), die 
Determinante, ^ 0. Dann sind die 3 s lineare Funktionen, 
der 3 x und wir können ansetzen Sj^ = c^i a^ -j- • • • Dadurch 
geht G(8) über in G(x). Wir bestimmen hier also den 
Punkt durch seine mit Konstanten multiplizierten Abstände 
Yon 3 Geraden eines Dreiecks, man nennt daher diese 
Koordinaten homogene oder Dreieckskoordinaten. 
Sind nun x^ == 0, x^ ^ 0, Xg = die 3 Seiten eines ein- 
geschriebenen Dreiecks ABC (Figur 28), so dafs A j x^ = 0, 
Xg = etc., so mufs G (x) verschwinden, sobald gleichzeitig 
Xg = 0, Xg = etc. Die Gleichung reduziert sich also auf: 

3-13 Xj x^ -p a^g Xj Xg -|- agg Xg Xg == u 

a^ etc. gehen über in §i, wo ^^ = a^j x^ -f- a^g x^ -|- ^is ^• 
Die Gleichung der Tangente im Puüte x' wird also all- 
gemein 2'Xk Ik' = = i^x'k §k nnd für die Tangente im 
Punkte A haben wir Xg' = 0, Xg' = 0, x^ ^ 0, also t» = x^ a^, 

-j-Xga,g oder — ?--j--— ^ = 0, somit ist 

a^g a,3 

g = -^+-^+-^ = o 

^8 ^18 ^12 

eine Gerade, auf der die Schnittpunkte der Tangenten mit 
den gegenüberliegenden Seiten liegen. 

Aufgabe 25. Die Gleichung der Tangenten von P (x^ etc. 

Aufgabe 26. Die Geraden, welche die Ecken des 
eingeschriebenen Dreiecks mit den entsprechenden Ecken 
des zugehörigen Tangentendreiecks verbinden, schneiden sich 
in Einem Punkt. 

fg (Aufgabe 24) ist die Harmonieale dieses Punktes: 
man subtrahiere je zwei Tangentengleichungen.] 

Aufgabe 27. Die Gleichung des Kegelschnitts aufzu- 
stellen, der durch die Punkte A B C D geht, wo A j x^ == 0, 

x^ = 0, B j X. = 0, Xg = etc. Die 4 x die Gleichungen je 
zweier Geraden der Punkte. 

[Da G (s) für x^ = x^ = etc. verschwindet, also nur 
für Xj = Xg = und Xg = x^ = nicht verschwindet, 
SO mufs die Form sein G (s) = { Xj^ Xg — Ä Xg x^ = 0.] 
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Aufgabe 28. Diese Gleichnng geometrisch 
zu interpretieren. (Pappus.) 

pie Gröfsen x^ etc. sind dem Abstände des Pnnktes 
multipliziert mit einem für dieselben Gerade konstanten 
Faktor proportional.] 

Aufgabe 29. Den Satz von Maelaurin zu beweisen: 

Der Ort derSpitze eines Dreiecks, dessen 

Seiten je durch einen festen Punkt gehen, 

während sich zwei Ecken auf zwei festen 

Geraden bewegen, ist ein Kegelschnitt. 

[Es seien x^ = 0, x^ = 0, x, := die Seiten des festen 
Dreiecks C j x, = 0, Xg = etc. Dann sind (vgl. A. 24) die 
Gleichungen der festen Geraden 1^ und 1^ resp. a^ x^ -f~ ^ ^ + • • • 
und b^ Xj -f- . . ., wo a und b Eonstanten. Die Verbindung 
der unfreien Ecken v geht durch B, ist also von der Form 
x^ — Axg, die Gerade AP geht durch A und den Schnitt 
von V und der ersten festen Geraden, ihre Gleichung ist 
(ajA-j-a2)x,-|-24|X3 = und die Gerade C P hat zur 
Gleichung (bj A + ^2) ^i + ^« ^ ^ = 0. Für P gelten beide 
Gleichungen und man erhält 

a, bg Xi Xg — (a, Xg + a^ X3) (b, X, + bj X3) = 0. 

Durch welche vier Punkte geht er hindurch? wann ist 
er ein Kreis? 

Aufgabe 30. Die Form von G(s) sub 27 direkt ab- 
zuleiten. 

Da Xi = durch die Ecken A und B, Xg = durch 
C und D geht, so ist XiX8 = ein Kegelschnitt, der durch 
AB CD geht, ebenso X2X4, also, vgl. Schlufs des § 26) 
X1X3 — Ax2X4 = die Gleichung jedes Kegelschnitts, der 
durch AB CD hindurch geht. 

Aufgabe 31. Den Satz von Pappus in einen Satz 
über projektive Strahlbüschel (vgl. Aufgabe 16 § 31) um- 
zuformen (vgl. auch Seite 157 0.). 

Aufgabe 32. Zieht man durch die Ecken des Dreiecks 
ABC (Figur 28) die Tangenten bis zur gegenüberliegenden 
Seite, so liegen die Mitten dieser Strecken auf Einer 
Geraden. 

Man kann von den Spezialformen § 30 ausgehen, mufs 
dann aber für die centralen C^ und die Parabel die Rechnung 
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gesondert durchführen. Wir benutzen die Aufgabe 32 
zugleich als Beispiel für die Anwendung von sogenannten 
Dreieckskoordinaten d. i. die Bestimmung eines Punktes durch 
seine Abstände von drei ein Dreieck bildenden Geraden 
X, X3 X3, die wir uns in Hesseschen Koordinaten gegeben 
denken. Da nur die Verhältnisse in Betracht kommen, so 
kommen die Abstände auch je mit einer festen Konstante 
multipliziert werden. Sind x. x^ X3 die Abstände eines 
Punktes P von den drei Geraden, h^ hg hg die 3 Höhen des 

Dreiecks ABC wo A | (x^ ; Xg) B jxg x^ C { x^ x^ vgl. Aufg. 24 
so haben wir für ieden Punkt die Gleichung (vgl. Seite 117 0.). 

oder x^a-|-X2b-f-X3C = 2J oder x^ sin a -[" ^ "^^^ /^ 
-f- Xg sin y = — . Für das Centrum M^ von A A^ ist nun 

— — 4- — ^ = und X- ^ -r- b, oder nach a) -r^ + -P^ =-^, 

»18 »19 2 ^ ^2 ' hg 2 ' 

somit sind (nach Division mit einem konstanten Faktor) die 
Koordinaten von M^ : b ajg — c a^^ ; a a,g, — a a^«, die von 
Mg! — ba^g; ca^, — aa^g; ba^g; die von Mgica^j,; 
— c a^g ; a a^g — b ajg. Bestimmt man nun die Gerade 
Ax^ -f-^Xj -|-a'Xg, so dafs sie durch M^ und M^ hindurch 
geht, so erhält man 

a Xi (b a^g + c a,a — a a^g) 4- b Xg (c a^a + a agg — b a^g) 

+ c Xg (a a,g + b ai2 — c a,,) 

und sieht schon aus der Symmetrie, dafs sie auch durch 
Mg hindurchgeht. 

Man kann die Rechnung sparen wenn man den Satz in 
Aufgabe 24 benutzt demzufolge A^ B^ C^ in gerader Linie, 
danach ist B C B' C A' A ein vollständiges Viereck von dem 
Aj A ; B^ B ; Cg C die drei Diagonalen, und folglich liegen 
nach Aufg. 47 S. 72 ihre Mitten in Einer Geraden. Es wird 
später gezeigt werden, dafs sie der Ort der Centren der dem 
Viereck eingeschriebenen Kegelschnitte ist; ist die Grund- 
kurve ein Kreis, so sind a^g etc. gleich sina; etc. und die 
Gleichung der Geraden wird (nach Division mit 4J 
= 2 b c sin a etc.) x^ cos a -f- x^ cos /? + Xg cos y == 0, d. h. 
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die Badicalachse des Umkreises und des Feuerbachschen 
Kreises des Dreiecks ABC. 

Aufgabe 33. Seien C und D zwei feste Punkte auf 
dem Durchmesser eines Kreises und GE eine halbe Sehne 
parallel zu ihm. Der Ort des Durchschnitts P der Linien 
C E und D G, (von DE und G C) ist ein Kegelschnitt. — 



N 

N 




Fig. 29. 

Brocard-Neuberg. — Man kann Figur 29 unmittelbar an- 
setzen; wenn EOB = ^, |OC| = c, |PD| = d 

r cos ^ X r sin ^ d 

d — c x-f-d ' j X -|- d 

(d — c)2x^ + dV' — r*(x + d)2 = 

und fllr Q vertauscht sich d mit c. Die 3 Arten entsprechen 
welcher Relation? Der Ort gleicher Potenzen für den Ort 
von P und Q ist der Art nach bestimmt. 

Aufgabe 34. Dieselbe Aufgabe wenn C und D auf 
einer Sehne liegen. 

Resultat wenn — a der Abstand der Sehne vom Gentrum 

x2(d — c)2 + (dy — ax)2 — r«(x + d)2 = 
«33 = a^ ((d — c)^ — r^) d. h. ? 

Aufgabe 35. Dieselbe Aufgabe wie in 33, wenn die 
Sehne EG über G hinaus um eine konstante Strecke b 
v^erlängert wird, bis G und G' an Stelle von G tritt. 
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[r cos ^ (x + d) = X (d — c — b) — e b ; r sin ^9- (x + d) 
= y(d — b); rMx + d)2 = x2(d — c — b)2 + y2(d_b)^ 

— 2cbx(d — c — b) + c2b2. 

Aufgabe 36. Wie 34 nur mit der Variante 35. 

Aufgabe 37. Ort der Centren der Kreise, welche zwei 
gegebene Kreise a) gleichartig, b) ungleichartig berühren. 

Bedingung für die 3 Arten, Fall wo r^ = r^ ; r^ = oo ; 
r^ = r^ = 00. 

Aufgabe 38. Ort des Punktes dessen Abstand von 
einem gegebenen Punkt zu seinem Abstand von einer 
gegebenen Geraden L ein festes Verhältnis hat. 

Sei der Punkt F j a | b ; L j x cos « -|- 7 c<>s /? — p ; das 
Verhältnis e, so ist die Gleichung des Ortes 

(x-a)^ + (y-br = eMx« + y^-p)2; 

wo a und ß für cos a . . . 

Die 3 Arten entsprechen e^l. 

Aufgabe 39. Zu zeigen, dafs jede Kurve K^ unter die 
Kurven des Orts 38 enthalten, und wir damit eine geom. 
Definition der Kegelschnitte haben. 

Die genauere Rechnung aufschiebend leuchtet ein, dafs 
im allgemeinen die 6 Konstanten der Form G hinreichen 
um die 5 Konstanten der Form (Aufg. 38) zu bestimmen. 

Aufgabe 40. Wenn die Entfernung G eines Kurven- 
punktes von einem festen Punkt F lineare Funktion der 
Koordinaten des Punktes ist, so ist die Kurve K^. 
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Aufgabe 1. Die Polare eines in der Richtung s^' : s^' 
= x' : y' unendlich fernen Punktes Poo . 

Da Sj'= 0, so ist nach Gleich. 6) die gesuchte Gleichung 

10) x'(7, + y'(7, = 0, 

also: 

Satz 19. Die Polaren aller unendlich fernen Punkte 
gehören zu dem Büschel des Punktes (^1 = 0; ^, = 0. 
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In diesem Punkt M wird nach Satz 11 jede durch ihn 
gehende Polare, soweit sie Sehne halbiert, gleichgültig ob 
sie schneidet oder nicht, wir nennen daher diesen Punkt 
das Gentrum oder den Hittelpunkt, und die durch ihn 
gehenden Geraden, die nach § 16 Gleich. 1) alle von der 
Form 10) sind: Durchmesser (Diameter). 

Die Gleichungen a^ = ; a^ = oder 

a^a Si + a^Q Sg -]- a^g Sg = 

geben : s^ : s^ : Sg = a^g : a^g : «gg. 

Die Kurve cfgg==0, die Parabel, hat also den 
Mittelpunkt im Unendlichen, wie schon daraus folgt, 
dafs die ünendlichfeme für sie Tangente ist. 

In der Parabel sind alle Durchmesser der 
Richtung xry^ajgia^s parallel. 

Aufgabe 2. Die Polare des Punktes M { a^ = ; ag = 
aufzustellen 

P = «18^1 +»28 ^2 +«88 ^8 

= 8l (»11 «18 +»12 «2H +»18 «88) + ^2 (»12 «18 + »22 «28 

+ »28 «88) + ^8 (»18 «18 + »28 «28 + »88 «88) 

und nach Aufgabe 2 Seite 120 reduziert sieh dies auf 
Sg A = und für alle eigentlichen Kurven Sg = 0, d. h. die 
Unendlichferne. 

Satz 20. Jeder Durchmesser halbiert die Schar 
der nach seinem unendlich fernen Pol gerichteten 
Sehnen. (Denn der harmonische des unendlichfemen Punktes 
einer Strecke ist die Mitte.) 

Satz 21. Die durch M gehende Sehne dieser 
Schar ist die Polare des in der Richtung des Durch- 
messers liegenden unendlichfernen Punktes, sie heifst 
der konjugierte Durchmesser oder 

Von zwei konjugierten Durchmessern halbiert 
jeder die Schar des andern. 

Ist ffir den einen der Pol in der Richtung x' : y' so 
ist er für den andern in der Richtung S,':rf = — (x'ajg 

+ y'»22) • (»11 ^' + »12 y')- ^^ ^1® Parabel verliert der 
Satz seine Bedeutung. 
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Aufgabe 2 a. Durch Rechnung zu erweisen, dafs wenn 

t j x' y' ein unendlich femer Punkt ist, die Polare des 
unendlich fernen Punkts V auf seiner Polaren wieder nach t 
gerichtet ist. 

Polare von t:x'(T^-[-y'(T2 = 0; yoo:xoo= — ^i(t):<^2(*) 
= i; : §; t' { iy, §, ; Polare von t' : § a^ -f- ij a^ = 



yoo y' «, 



88 



Xoo X ag3 X 

Aufgabe 3. Die charakteristische Eigenschaft des 
Punkt M durch Rechnung nachzuweisen. 

Gleichung 9 a) Aufgabe 14 enthält die Bedingung, dals 
eine Gerade durch den Punkt s' die Kurve schneidet und 
giebt die Entfernung R von dem Schnittpunkte, soll der 
Punkt s' in der Mitte der Schnittpunkte liegen, so müssen 
die beiden Werte von R entgegengesetzt gleich sein, also 
P(s't) = sein; sehen wir darin t als fest, s' als variabel 
an, so ist damit Satz 20 durch Rechnung erwiesen in der 
Form: 

Satz 20a. Die Centren aller der Richtung x:y = 
sin (w — a):8ina, d. h. also a parallelen ' Sehnen liegen 
auf der Polaren des in dieser Richtung unendlich fernen 
Punktes. Für das Centrum M ist aber P(s't) unabhängig 
vom Werte der a identisch null. 

Aufgabe 4. Die Tangente in einem Kurvenpunkt P 
zu konstruieren mittels Satz 21. Abänderung für die Parabel? 

Aufgabe 5. Die Tangenten im Endpunkte eines Durch- 
messers sind einander parallel. 

Wie gestaltet sich dieser Satz für die Parabel? 

Aufgabe 6. Die Pole aller parallelen Sehnen 
liegen auf dem der Sehnenschar konjugierten Durch- 
messer. 



D 



Satz 13, Rechnung: Punkt a auf dem Durchmesser 
x' ^1 (ä) + y' ^2 (^) = , Polare von a : x a^ (a) -f y a^ (a) 
-f (Tg (a) = 0, Richtungsfaktor t = — -^-|^ = -^. J 

Aufgabe 7. Die Gleichung einer Sehne (bezw. 
eines Schnittpunktes zweier Tangenten) abzuleiten. 
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[Statt direkt durch Rechnung ^ ^, = ^„ ^, und 

den Quotienten aus 6 (s") — G (s') = zu bestimmen, geht 
man von der Erwägung aus, dafs für jeden Punkt der Sehne 
und nur für diesen die Polare durch den Pol der Sehne 
geht], also: 

Es seien s' und s" zwei Elemente von G (s) = 0, so 

gilt für jeden Punkt s { s' -|- A s" ihrer Verbindung und nur 
für diesen die Gleichung 

11) P (8 S') + P (S S") = P (S' 8") (1 + A). 

[Beweis: P(u + v, s) = P (u,s) + P(v, s) und P(s's') 
= P (s" s") = 0], also in gewöhnliche Punktkoordinaten, da 

x'4-Ax" , 

^= i + ;l '''' 

11 a). X (a/ + 0,-) + y {a,' + a,") + {a,' + a,") 

= P (s' s"). 

Die Gleichung der Sehne (bezw. des Schnittpunktes) 
nimmt eine sehr einfache Gestalt an, wenn wir den Mittel- 
punkt m einführen. Denn esistP(ss')-f-P(ss")=P(s, s'-f-s") 
und s' + s" { m*| x/ + x", y + y", 2 also 

a) P (s m) = P (s' s") (1 + k)j 

b) P(mm) = G(m) = 2P(s's"), 
. P(sm) 1 p, , 

Bezeichnet man die gewöhnlichen Punktkoordinaten 
von m mit ^rj und die von s mit xy, so haben wir 

G (§ i; 1) = P (§i; 1, X y 1) oder, wenn wir m\ Stjl, s j xy 1 

setzen, als Gleichung der Sehne. 

12) P(sm) = G(m). 

Aufgabe 8. Die Gleichung der Tangente aus 12) ab- 
zuleiten. 

Aufgabe 9. Ort der Mitten aller Sehnen, welche durch 

einen festen Punkt P| s gehen? Beweis, dafs auf diesen 
Ort die Berührungspunkte der von P an G gezogenen 
Tangenten liegen. 
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Aufgabe 10. Ort der Halbienmgsgeraden aller Tan- 
gentenwinkel, deren Scheitel auf einer festen Geraden liegt. 

Aufgabe 11. Bewegt sich ein dem Kegelschnitt ein- 
geschriebenes Dreieck so, dafs zwei Seiten parallel bleiben, 
so umhüllt die 3. einen Kegelschnitt der sich nur in den 
Gliedern, welche Sg als Faktor haben, von G unterscheidet. 

[12) zeigt, dafs, wenn sich m so bewegt, dafs G(m) 
konstant bleibt, P (s m) = G (m) die Gleichung des Tangenten- 
gebildes, m das Berührungselement ist. Kegelschnitte die 
sich nur durch Änderung des konstanten Gliedes a^g unter- 
scheiden, nennen wir homothetisch, also die Sehne 
berührt im Mittelpunkte den hom. Kegelschnitt, 
der sich durch Änderung des konstanten Gliedes 
um die Potenz von m in Bezug auf G unter- 
scheidet (daher umhüllt die Kreissehne den konzentrischen 
Kreis).] 

Es sei der in der Richtung der Sehne AB unendlich 

ferne Punkt q) \ aßO, wo aß die fiichtungsfaktoren, der 

in der Richtung B C unendlich ferne xp \ a' ß' 0, die Länge 
von A B sei 2 p, die Länge von B C sei 2 t, B der ver- 
änderliche Punkt { b { bi bg 1. 

Es ist nur zu beweisen, dafs G (m) := G (§ i; 1) = kon- 
stant, wo m{b^-|-ßa-f T«', \ -^ q ß-\-Tß%l, Für 2 g 

und 2 T giebt Gleich. 9 a) nf\y ^^^' ^^ ^^^ 

— G (m) G {(p) G ((/;) = P« (b (p) G t/; + P« (b V') G (?)) — 

2V(hq))V{\)\p)V{(pxp) 
= P(b(ip)[P(b99)Gi/;-P(bV^)P(i/;()P)] + ... 
= (a^'_^a')[[aJb)(7,(V/)-(7,(b)a,(V^)]P(b(p) + ...] 

= («/?'-/? «')N, 

N = (y,(b)[<T,(i/;)P(b(p)-(;3(()p)P(bi^)]-a,b[a, (»/;)...], 

N = (a /?' -ßa') [{a, (b) . a,, - a, (ba,,) a, (b) - . . .] 

= {aß' — ßa') [al (b) SL22 + ol (b) a^^ — 2 o, (b) a^ (b) a^J, 

N=(a/J'-/!?a')[«88(6(t>)-a88) + ...] 
da G (b) = 0, so ist 
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— N = (a/9' — /Ja)[a,3ai3 + a„a33 + ag3a33], 

also 

G(m)G{(p)Gip = {aß' — ßa'yA 
und 

of (b) B.22 + ol (b) au — 2 (7i (b) ag (b) ai2 = 6 (b) «33 — A 

und — A, wenn b auf der Kurve. 

Aufgabe 12. Den dualen Satz und die duale Relation 

Aufgabe 13. Wenn die Kurve uneigentlich, d. h. 
A = 0, welcher Elementarsatz ist in Aufgabe 11 bewiesen. 

Aufgabe 14. Mittelst des Potenzsatzes zu beweisen, 
dafs die Produkte aus den Abschnitten zweier sich im selben 
Punkt schneidenden Sehnen sich verhalten, wie die Quadrate 
der den Sehnen parallelen Halbmesser. 

Aufgabe 15. Die Länge des in der Sichtung a ge- 
zogenen Halbmessers. 

Satz 16 giebt, da M A und M C entgegengesetzte 
Richtung haben • 

., G(M)8in^w Asin^w G(Xn,yml)sin*w 

"" Ö83G(t) ~""G(t)a83 ~ W) * 

Bei der Ellipse ist «33 > 0, G (t) kann das Zeichen 
nicht wechseln für reelle t, denn 6 (t) = ß^{A^^T^ -\- 
2 a^j T -|- a^j) und ist für kleine t (Richtungsfaktor) vom 
Zeichen des a^^, bezw. a^^, sind a^^ und A vom gleichen 
Zeichen, so sind alle Ellipsendurclunesser imaginär, sind 
sie von ungleichem Zeichen, so sind sie reell; bei der 
Hyperbel kommt beides vor. 

Aufgabe 16. Wie verhalten sich die Quadrate zweier 
konjugierter Halbmesser. 

Aufgabe 17. Wie hängen G(t) und G(t') zusammen. 

Wir gehen aus vom Pol x' y' 1 = cos a, sin a, 1, (w = 90), 

dann ist t' { cosa, sin et, 0; t j Ag, Xrj, { cos a', sina', 0, 
wo vgl. Aufgabe 2 a 

G(t) = Ä«(ga, (?,.?, 0) + i? (7, (§,.?, 0)), 
aber 



' = - :^;-G?tT ^"»» + "^ + ''•^)' 



142 V. Abachnitt. 

^^1 (§•••) = + «88 fj <^2 (?•••) = — «88 X' 

also 

13) G (t) = X^ «33 G (f). 

Aufgabe 18. Die Summe der Quadrate zweier kon- 
jugierter Halbmesser? 

Gm 

88 - (t) 

aber 

«88 + ö? + ö^ = 6 (t) (a^i + a32) 
also 

^ _ _ G (m) (a,, + a,,) ^^^ (j („) _ (j (^„ y„ i) 

oder 

A(a,, + a^,) 

SS 

In Worten: 

Satz 22. Die«Summe der Quadrate zweier 
konjugierter Halbmesser ist konstant. 

Aufgabe 19. Mittelst des Potenzsatzes 17 die Gleichung 
eines centralen Kegelschnitts abzuleiten, wenn ein Paar 
konjugierter Durchmesser Achsen sind. 

Resultat, wenn der Durchmesser der als X Achse dient 
die Länge 2a^, der andere 2\: 

^^) 7^ + ^ = ^- 

ai bi 

Aufgabe 20. Zu beweisen, dafs es zwei konjugierte 
Diameter giebt, die auf einander senkrecht stehen, die 
(Haupt-) Achsen (rechtwinkliges Koordinatensystem) 

r^ y' sin a ^ , a„ a.« cos a 4- a«« sm a 

rt a = ^ = = — cot a' = -^ = -^ ' — — 

^ x' cos a a^ .... 

15) tg2a= ^^'^ . 

3ii agg 

Aufgabe 21. Die Formel 15) abzuändern flir ein 
beliebiges Koordinatensystem. 
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15a) 2ir (ai2 — a^g cos w) = a„ — a,i + A, 
wo 

^^ = Kl + »22)* — * «8« — ^ COS w (a^i + a^a — a^i a^^ cos w). 

Durch Benntzong der beiden Wurzeln vertauscht sich 
in 15 und 15 a a mit 90-|-a. 

Aufgabe 22. Ein Dreieck bewegt sich ohne Form- 
änderung, so dafs die eine Seite sich in einem centralen 
Kegelschnitt parallel verschiebt, Ort des freien Punktes. 

[Der Durchmesser, der parallel der Sehne ist, sei x Achse, 
sein konjugierter y Achse, die Endpunkte einer beliebigen 
Sehne sind dann §, iq und — §, ij und wir haben f tlr den 
freien Punkt, x, y : y — ij = (x — §) r = (x -|- §) ^'j wo t 
und X-' die unveränderlichen Riehtungsfaktoren der beiden 
andern Seiten sind; als 3. Gleichung dient 14). 

Der Kegelschnitt geht durch die Enden welches Durch- 
messers? was wird aus ihm, wenn das Dreieck gleich- 
schenklich ?] 

Aufgabe 23. Die Länge einer Halbachse zu berechnen 
für rechtwinkliches System. Es handelt sich um G (t), wenn 
a aus Formel 15 ermittelt ist, vgl. Aufgabe 15. 
G (t) = cos « (Tj -|- cos a (Jg = A— ^ sin (a — a') = i - ^ = ^. 

Aufgabe 18 giebt zur Ermittelung von ^ die Gleichung 
16) ^2_^(a^^^a„) + a33 = 0; a,, +a,, = s 



Da 2 ^ == s + l^l^ii^^^22)M^^^^ia^; ^^ ^** diese 
Gleichung stets zwei reelle Wurzeln, und da 

2 ^ = s + Vs* — 4a3g, so sind diese für die Ellipse stets 
von gleichem Zeichen, für die Hyperbel von entgegen- 
gesetztem Zeichen. Nennen wir die eine Ache 2 a, die andere 
2 b, so haben wir 

a* = 4-; b^ = - ^ 



«88 ^2 «88 ^1 

G« (X, yn, 1) 



A2 
21^2 



17) a«b2 = -^ = 

Aufgabe 24. Das Produkt der Quadrate zweier kon- 
jugierter Halbachsen a'^ V^= ^ . ^ , , wenn w=90^, 

It (t) ix (t j 



2,./« . o„ 62 (^) 
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es war G(t) = A "" ' sin (a — a) ; ebenso 6 (t') = fi ~ ^ sin («' — a), 
also — 6 (t) 6 (t') =: (A ^) - ^ sin^ w, wenn w den Winkel 
zwischen den Halbachsen bedentet. Aber 13) zeigt, dafs 

{l ix) - 1 = «88)? somit (A ^) - 1 = + «83, also a' V sin* w 
= . und der Vergleich mit Aufgabe 23 zeigt, dafs 

18) a"'b"sin^w = 

«33 

In Worten: 

Satz 22a. Das um und in den centralen Kegel- 
schnitt in den Endpunkten zweier konjugierter 
Durchmesser geschriebene Parallelogramm ist von 
konstantem Inhalt. 

Formel 18) zeigt, dafs bei der Hyperbel 
stets der eine von 2 konjugierten Durchmessern 
imaginär ist. 

Aufgabe 25. Durch Rechnung nachzuweisen, dafs 
in der Parabel die Polare jedes unendlich fernen Punktes 
der Richtung Xoo : yoo = «is • ^28 parallel ist, 

[ ^18 __ __ ^ag __ __ ^19 I 
«28 ^12 ^11 J 

Aufgabe 26. Da jeder Durchmesser die Parabel 
im Unendlichen trifft, so wird der Durehmesser 
zwischen Pol und Polare halbiert, es soll dieser 
Satz durch Rechnung bewiesen werden. 

[Sei s' {x'y'l {s^' ... der Pol; durch ihn werde der 

Durchmesser t { cos « ; sin « gezogen, wo cos « : sin « = «^g 
: «28 ; dann ist 6 (t) in Gleichung g*) gleich ; also eine 

Wurzel Roo vgl. Seite 4; Beweis einfacher: man setze R = — , 

so ist = a -|- ßb + R*c = a^^ -|- b^ + ^ = und wenn 
c = ist eine Wurzel ^ = 0, R = 00 ; der Beweis ist nicht 
einwandsfrei, warum?] also in den einen Schnittpunkt im 
Endlichen 

ly) K_ 2P(8't) • 
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Für den Punkt, in welchem die Polare von s' den 
Durchmesser schneidet haben wir s/' = s^' + T cos a; 
s," = s,' + Tsina; s«" = 83' + 0T, also P(8's") = 
= G(s') + TP(s't) also 

20) T = 2 R q . e d. 

Aufgabe 27. Durch Bechnung zu beweisen, dafs 
G (s") = — G (s') [s, " = s/ + T cos a ; G (s") = G (s') 
+ 2TP(s't) + T^G(t). Da G(t)=:0 ist, T = 2ß ist, 

— 2RP(G't) = G(s') etc.] 

Aufgabe 28. Den Potenzsatz für die Parabel auf 
den Durchmesser und seine Sehnenschaar anzuwenden. 

Wenn man Satz 17 benutzt und die unendlich grofsen 
Stücke des Durchmessers gleich setzt, so sieht man dafs 
y« = ex ist; diese Ableitung ist nicht einwandsfrei (warum?) 
also: Nach Aufgabe 23 und 24) § 30 ist 

Riß.=-^^J^, daP(s"t') = P(s't') + JP(ttO 

= + = 0, 

was schon daraus folgt, dafs s'' auf der Polare des in der 
Richtung t' unendlich fernen Punktes; somit 

a _ Gr {&") __ G{B) _ 2 P (S^ t) R 

^ "" G(t') ~ G(t') "" G(t') ' 

setzt man R = x und sieht den Durchmesser als x Achse 
und die Tangente in seinem Scheitel als y Achse an, so 
haben wir 

^ ~ G(t') ' 

wo cTg (t) für alle Durchmesser dieselbe Gröfse und G (f) für 
den als xAchse gewählten konstant. Der Satz ist somit be- 
wiesen. Setzt man die Abscisse des Punktes, für welchen y 

p' 
und 2 X gleich sind x^ = ^, so ist 

21) y2=:2p'x. 

Aufgabe 29. Unter den Durchmessern giebt 
es einen, der auf seiner Sehnenschar senk- 
recht steht. 

Simon, Geometrie der Ebene. 10 
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Für Um ist tg a = — cot a = — . 

8-22 

Nennen wir p' für ihn p, so ist als einfachste Fonn 
die Gleichung der Parabel in rechtwinkligen Koordinaten 

21a) y2 = 2px. 
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Schreiben wir 6(s) in der Form 
G (s) = au 8? + 2 ai2 Si S2 + SL.22 4 + 83 (2ais Si + 2a28 Sg + ^33) 

G (s) = -— r(ai2 + y — «33) s, + a22 82] 
[(ai2 — /— orss) Si + a22 82] + 83 L (s) 

G(s) = -LAi(8)A3(s) + S3L(8), 

822 
wo Ai; A2; L die Formen dreier Geraden sind. 

Die Geraden Ai = und A2 = schneiden G (s) im 
Punkte S3 = 0, d. h. in ihrem unendlich fernen Punkt und 
aufserdem im Punkte Ai = 0, L = 0; A2 = 0, L = 0; diese 
Geraden geben die Asymptotenrichtungen A'1,2. Jede 
Gerade, von der Form Ai^s + css, schneidet die 
Kurve im selben Unendlich fernen Punkte, da 
für 83 = die Systeme Ai, 2 + c S3 = 0, und 83 = und 
Ai2 = 0, 83 = äquivalent sind; für die Parabel fallen 
beide Scharen zusammen und wir finden als 
die Richtung des unendlich fernen Punktes 
die Richtung yoo : xoo = — ai2 : a22 des Durch- 
messers wieder. 

Unter jeder Schar giebt es eine Gerade, welche die 
Kurve in ihrem unendlich fernen Punkte berührt, d. h. für 
die auch der zweite Schnittpunkt mit der Kurve in diesen 
Punkt fällt, sie sei Ai, 2 + cs^, wir haben dann zur Be- 
stimmung von c, wenn wir G(s) in der Form 

— [(Ai+CS8)A^-I-S3 (— cA^+La^a)] 

schreiben : 

Ai + cs8 = 0; — cA, + Lajg = 0, 
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wo c Bo gewählt werden mnfs, dafs der Schnittpunkt dieser 
Geraden auch ins Unendliche fällt, d. h. dafs der betreffende 
Nenner verschwindet, also wenn 

Ai + cs8 = aSi + 5s2 + ySj; 
— cA,+La„ = a'8,+/r8.2+/S3; a/JT — a'/?=0; 

wir erhalten: 

^^ «i«+waa« ^ ^^ ^ f^j. A, = + /^^^ 



und für \' = — V — ccsB' 
Die beiden Geraden 



W * 



existieren als reelle Gerade nur für die Hyperbel, für die 
Ellipsen sind auch die Scharen der Asymptotenrichtung 
imaginär, wie a priori klar, für die Parabel fallen die 
beiden Scharen in eine zusammen, die Durchmesser, die 
Geraden A^ und \ existieren nicht. A^ und A, heifsen 
die Asymptoten; wir haben für sie 

22) Ai,2 = (aia + f —cc^s) Si + B.^2 h 

V 1^—088 ^ * 

Aufgabe 1. Durch Rechnung zu zeigen, dafs 
Ai,2{B2,i, wo 

Bi,2 = a^i Si + (a^a + V — «88) 8« 
Es läfst sich Ai, 2 schreiben: 

^•12 8i + 8^2 Sg -|- ^23 Sg -|- [W Sj 4" • • -J- 



22a) Ai,2 = (^i + ^^^^^^ ^-^ = <Ti^ + ^2i". d. h.: 

Satz 23. Die Asymptoten gehen dureh das 
Centrum des centralen Kegelschnitts. 

Aufgabe 2. Diesen Satz durch Rechnung direkt 
zu zeigen. 

10* 
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Wir haben das System A^' -f- c' s^, a^ = 0, a^ =0, 



woraus sich für c' derselbe Wert c ergiebt c = ^^ -|- * 



Aufgabe 3. Aus Formel 22a) zu zeigen, dafs der 
Pol von Aj in der Richtung xoo : yoo = i : ju liegt, d. h. dafs 
er in der Richtung von A^ liegt und ebenso der Pol von 
A, auf A^. 

[Formel 10; Erweiterung mit a^j+w-] 

Satz 24. In jeder Asymptote fällt ein Paar 
konjusfierter Durchmesser zusammen. 

Die Form G(s) läfst sich auf die Form bringen: 

23) 1 A,A,-sl(^+-4--a„) = G(9). 

Aufgabe 4. Satz 23 ohne Rechnung zu beweisen. 

Die Polare jedes unendlich fernen Punktes geht durch 
das Gentrum, es ist aber unmittelbar klar, dafs die Sehnen 
A^' und A^' konjugierten Richtungen angehören; da nun fttr 
A^ und A^ Pol und Polare in einander fallen, so mufs ihr 
Schnitt Pol zur unendlich fernen Geraden sein. 

Aufgabe 5. Die Formel 23) zeigt unmittelbar, dafs 
A^ und A, Tangenten an die Kurve im Unendlichen sind, 
welche Form nimmt die Gleichung der Kurve an, wenn man 
die Asymptote A^ als x Achse und die andere als y Achse 
ansieht? 

23a) xy = c^ 

Geometrische Bedeutung hat diese Formel nur für die 
Hyperbel, sie soll in einen geometrischen Satz gefafst 
werden. 

Aufgabe 6. Für rechtwinklige Achsen die Bedingung 
anzugeben, dafs die Asymptoten auf einander senkrecht 
stehen. 

24) a,, + a,, = 0. 

Diese Bedingung ist für keine Ellipse erfüllt, warum?, 
die betreflfende Hyperbel heifst gleichseitig. 

Aufgabe 7 (Satz 25). Die Asymptoten trennen 
jedes Paar konjugierter Durchmesser har- 
monisch. 
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a) Unmittelbar aus Satz 12 zu erschlief sen, angewandt 
auf die beiden unendlich fernen konjugierten Punkte in 
den beiden koi\jugierten Durchmessern. 

b) Wendet man den Satz in Aufgabe 20 § 29 auf die 
Asymptoten an, so erhält man, da die Polare von M die 
Unendlichfeme ist, den Satz: 

Satz 26. Jede Tangente wird zwischen den 
Asymptoten im Berührungspunkte halbiert. 

Geometrischen Sinn hat Satz 26 nur für die Hyperbel, 
da lautet der Satz: 

Satz 26a. Jede Tangente schneidet von dem 
Winkel zwischen den Asymptoten ein Dreieck 
von konstantem Inhalt ab. 

[Formel 23 a.] 

Aufgabe 8. Satz 25 durch Rechnung zu erweisen. 
[Da A^a = A cr^ + iUCTj , so ist cXi, 2 = ^la A^ + ju^, A^.] 
Satz 26 folgt dann aus Zusatz zu Aufgabe 11 § 30. 
Aufgabe 9. Satz 26 durch Rechnung zu erweisen. 

[Formel 9a). — A^ A^ ist ein uneigentlicher Kegel- 
schnitt K(s) der mit 6^ homothetisch; und wie Formel 23 
zeigt für s = 00 mit 6* verschmilzt; P (s,' t) ist daher für 
K(s) und G(s) identisch.] 

Aufgabe 10. Die Stücke jeder Sehne zwischen der 
Hyperbel und den Asymptoten sind gleich. 

Aufgabe 11. Aufgabe 10 zu yerallgemeinem : 

Alle homothetischen Kegelschnitte haben 
dieselben Asymptoten und der Lage nach die- 
selben konjugierten Durchmesser [a^g kommt als 
Bestimmungsstück des Gentrums und der Durchmesser nicht 
vor], also: 

Die Stücke jeder Sehne zwischen zwei homothetischen 
Kurven sind einander gleich. 

Alle homothetischen Kurven gehen durch 
dieselben beiden Punkte im Unendlichen. „Kon- 
zentrische Kreise". 

Aufgabe 12. Die Formel 23) zu verallgemeinem, 
d. h. G (s) auszudrücken durch zwei konjugierte Durch- 
messer und die Polare ihres Schnittpunkts. 
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a)au8 14) 4 + ^-8l = G(8). 

ai bi 

b) ans dem Ansdrnck von s^ nnd s^ durch x^ and x, ; 
warum wird die Formel für die Asymptoten illusorisch, des- 
gleichen für die Parabel? 

Aufgabe 13. Die Formel Aufg. 12 zu yerallgemeinem, 
d. h. G (s) auszudrücken durch die 3 Seiten x^^ = 0; Xj = 0; 
Xg = eines Tripeldreiecks. 

Da die drei x sich nicht in einem Punkte schneiden, so 
kann man die drei s durch die drei x linear und homogen 

ausgedrückt denken, und da P (s' s) für s' { (x^ x,) sich auf 
0X3 = reduzieren mufs, ebenso etc. so ergiebt sich 

25) G (s) = ax? + b xi + cx^ 

Aufgabe 14. Die Formel 23) kann auch aufgefafst 
werden als spezieller Ausdruck von G (s) mittelst der Formen 
zweier Tangenten und der zugehörigen ßerührungssehne ; 
es soll der Ausdruck allgemein gegeben werden. 

Seien x^ = x^ == die Tangenten, Xg = die Chor- 
dale, so mufs G (s) verschwinden, wenn zugleich x^ = 
Xg = und Xj = 0, Xg = also reduziert sich die Form 

auf a Xj Xj -f" l^ ^18 + c x,g -|- dx|, da aber auf der Geraden 
Xj = nur Ein Kurvenpunkt liegen darf, der Punkt (Xj, Xg), 
so mufs a verschwinden; desgleichen weil x, Tangente 
auch b, also: 

26) c Xi Xg + d X3 = 0. 

Da man den konstanten Faktor c durch Division be- 
seitigen kann, so erhält man 

26a) x^Xj — cx8 = 

als äquivalent G (s) = 0. 

Aufgabe 15. Den Ort des Punktes zu bestimmen, 
für welche die Summe der Quadrate der Abstände von drei 
festen Geraden 0; bezw. multipliziert mit beliebigen kon- 
stanten Null, bezw. konstant, wann ist der Ort ein Kreis? 
[Form. 25.] 

Aufgabe 16. Die Formel 26a) geometrisch zu inter- 
pretieren. 
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[In jedem Kegelschnitt hat das Rechteck aas den Ab- 
ständen eines beweglichen Punktes von zwei festen Tangenten 
zum Quadrat des Abstandes von der zugehörigen Bertthrungs- 
sehne ein festes Verhältnis.] 

Aufgabe 17. Duale Formel, dualer Satz. 

Aufgabe 18. Den Satz sub Auf- 
gabe 16 für den Kreis elementar zu y''\ 
beweisen. (§ 25, Aufgabe 3.) 



ux 



sm a 



wx sin jfi? 

« = ^ ^ = ^ — 
tangentenwinkel - 

Aufgabe 19. 



wx 
vx 



sm y 
sin ö ' 



(Fig. 30) Sehnen- 
also ux.vx = 



2 




Fig. 80. 



= WX' 

Die Formel 26 a) 
durch Rechnung mittelst der Gleichung 
für die Sehne und die der Polare zu be- 
weisen. 

Aufgabe 20. Den Ort der Durchschnittspunkte der 
Tangenten, welche sich unter rechten Winkeln schneiden. 

[Es sei s' ein solcher Punkt, die Gleichung seines 
Tangentenpaares war P^ (s s') = G (s) G (s') und wenn wir 
den Ursprung in s' verlegten, also setzten s^ = t^ -|- s^', 
83 = tg + S3', wird sie P^ (t s) = G (t) G (s), wo die Striche 
an den s fehlen. P^ (t s) = G (s) A^' A^'. Es seien A^' und A^' 
verschieden, also ofgg :;t 0, die Kurve keine Parabel, so erhalten 
wir für P-(ts) — G(t)G(s), wenn wir G(8) = p^ setzen: 



p^a 



11 



) + 2t,t,Kc7, 



p^a 



12 



) + t"U<^ - p^ a,,) = 



ti((7i 

oder ti ß^^ + 2 tj t^ ß^^ + ii ß^^ und wenn ß^^ ^ 0, haben wir 

ö- (^2 /^22 + *! u) (t« /^22 + *! v) = 0, als Glclchung für das 

Tangentenpaar. Nehmen wir das Koordinatensystem recht- 
winklig, so ist die Bedingung, dafs sich die Tangenten recht- 
winklig durchschneiden. 

H = _l; uv = /^i,/^,2, 

also ist die Bedingung 

6\-\-a\ = p2 (a^^ + a^g) 
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oder 

(si + 82) agg — 2 Si Sg «lg — 2 s^ Sg a^^ + s^ (er,, + a„) = 

also: der Ort der Durchschnittspunkte der 
Tangenten, welche sich unter rechtem Winkel 
schneiden, ist ein Kreis, der sogenannte Leit- 
kreis. [Directorkreis.] 

Das Quadrat des Radius ist, wenn wir die Verbindungen 
der a, die bei den a' s mit a bezeichnet wurden, (i nennen 

_(ßii_±I%2) ^nd nach S. 120 u. (Aufgabe 3) und Auf- 
gäbe 18 § 30 

^__A(a«±i^ = a« + b« 

ass 

wenn a und b die halben Hauptachsen. 

Aufgabe 21. Den Fall der Parabel zu untersuchen. 

Wir haben P (t s) = + P ^% sehen aber, dafs wir direkt 
im Resultat agg = setzen können, der Radius wird un- 
endlich. 

Der Ort der Durchschnittspunkte der nor- 
malen Tangenten einer Parabel, ist eine 
Gerade, L = 2Si a^g -j- 2 Sj ö^g — Sg (a^i -\-a^^) = 0, die 
Leitlinie. 

Aufgabe 22. Ort der Schnittpunkte der Tangenten, 
welche sich unter konstantem Winkel durchschneiden? 

^^^/?s« = o; ^-e;u + v = 2/?„ also 

2 ß^^ = G ß^^ also ist der Ort ein Kegelschnitt : 

2 (a, a^ — p2 a^g) = c (aj — p^ a, J. 

Aufgabe 23. Die Gleichung eines Kegelschnitts, der 
durch 5 Elemente bestimmt ist, anzustellen. 

[Es sei das Fünfeck A B C D E gegeben, A { Xg = 
Xj = etc., dann ist zunächst G = x^ Xg — i x, |^, wo 
1^ = Xj — a Xj und a dadurch bestimmt wird, dafs |^ durch 
D geht; k wird dann dadurch bestimmt, dafs die Kurve 
auch durch E geht. 



§ 31. Von den Asymptoten. 153 

So ist z. B. nach Fiedler die Gleichnng der Enire 
dnrch die Punkte 

(- 1, 4); (- 3, - 1); (- 4, 3); (1, 2); (3, 5) 
79 X* — 320 X y + 301 y« + 1101 x — 1665 y + 1586 = 0. 

Von welcher Gattung ist derselbe? Koordinaten seines 
Centnuns, seiner Asymptoten. 

Kurve durch: (0,3); (1; 1) (|-; 2) (0,-1); (||; -|) 

Bichtong der Asymptoten. 



VI. Abschnitt. 



Die Kegelschnitte als projektive Gebilde, 



§ 32. Die projektive Erzeugung. 

Wir sahen (§ 15 S. 58), dafs der Ort der Schnitte 
entsprechender Elemente zweier projektiver Gebilde erster 
Ordnung eine Kurve war und wollen nun die Umkehrung 
beweisen. 

Die projektiven Gebilde erster Ordnung waren der 
Strahlenbtischel und die Punktreihe, gegeben durch ihre 
Träger, den Punkt und die Gerade, resp. durch die Gleichungen 

G = a^ Si + b, Sg + Cg S3 = 

oder in der Darstellung durch einen Parameter, indem wir 
auf der Geraden zwei Punkte, auf dem Punkt zwei Gerade 
annehmen, 

G{s' + ;Ls"; P{(j' + A(7" 

s' und s'' waren dann die Grundpunkte, ebenso a' und a" 
die Grundstrahlen; waren 

4 Strahlen, so war A^ : X^ das Doppelverhältnis der 4 Ele- 
mente. Wir können auch, wie § 26, (üe Variabein mit gleichen 
Zeichen bezeichnen und es unbestimmt lassen, ob wir Punkte 
oder Gerade darunter verstehen. Verbinden wir dann einen 
Punkt mit 4 Punkten einer Reihe durch 4 Strahlen oder 
4 Strahlen eines Büschels mit einem Strahl durch 4 Punkte, 
(die Schnittpunkte), so war das Doppelverhältnis der Strahlen 
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gleich dem der Punkte (vgl. § 15). Wir rekapitulieren 

den Beweis. 

Es seien die Punkte s'; s"; & -\-l^ß''] s'-|-^2 '^'• 
Man zieht durch s und s" zwei Strahlen, die sich in 

S schneiden, a und a'\ so haben wir 

a) öt/ s/ +(7,' s/ +< Sg' =0; 

a^ s^ +a, Sa +^3 Sg =0. 

Jede Gerade, die durch den Punkt S (Kg. 31) geht, ist 
von der Form o' -\- /j, a" = 0. Geht die Gerade durch den 

Punkt P auf s' s", wo Punkt P { s { s' -f" ^ s", so haben wir 
für sie 

a" = (o-/ Si -\-o^' 8^...)-{-fi (a/' Sj + ...) = 

und mit Berücksichtigung der Gleichungen a) 

a'" = l (flr/ s/' + ...) + ^ (a/' s/ + . . .) = 0. 

Unterscheidet man zwei 
Lagen des Punktes durch 
die Marken \ und l^ und 
nennt a^' s^" + . . . A und 

o^" Sj' -[-... C, so ist 



o" = Ai A + /i, C = 0; 
= A2A + iM,C = 0, 



rIV 



also 



A« jUg q . e . d. 



"2 




Fig. 31. 



Der Beweis gilt zu- 
gleich wörtlich für den 
dualen Satz, wenn die Be- 
deutung der Variabein um- 
gekehrt wird. 

Es ist schon § 15 gezeigt worden, dafs das Schnitt- 
gebilde zweier projektiver Grundgebilde erster Ordnung eine 
Kurve zweiter Ordnung war, und aus diesem Grunde heifst 
in der projektiven Geometrie der Kegelschnitt ein Punkt- 
bezw. Strahlengebilde zweiter Ordnung. 

Es waren % -f- A u^, v^ + ^ ^a ^^wei f\ Gebilde erster 
Ordnung und ihr Schnittgebilde, d. h. der Ort der Schnitte 
entsprechender Elemente S= % Vg — ViU2= ist ein Gebilde 
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G(8). Es ist leicht, den Ausdruck auf die gewöhnliche Art 
zu schreiben. 

Dafs es umgekehrt möglich ist, 6 (s) auf die Form S zu 
bringen, ist schon Aufgabe 27 § 29 bewiesen, es folgt schon 
aus der Abzahlung der Eonstanten, man kann es aber auch 
direkt durch Rechnung zeigen 

L^i ^^ /ii ^1 ~r • • •? ^ ^^^ ^21 ®i ~r * • •> ^ ^ ^81 ®i I • • 'J 

und Xj = 0, Xj = 0, Xg = 0, keine Gebilde, welche ihren 
Schnitt gemeinsam haben, d. h. die Gröfse «gg aus den y 
nicht 0; dann sind die s durch die x in selber Weise aus- 
druckbar 

s^ = ß^^ x^ etc. und 

G2s = G2x=A/A^'+X3L = u,V2 — ViU^ = C^ 

Man sieht, dafs es auf unzählige Weise möglich ist, 
G (s) in die Form C^ überzuführen, wir haben den Satz 

Satz 1. Jeder Kegelschnitt kann als Erzeugnis 
zweier projektiver Grundgebilde aufgefafst werden. 

Bedeuten die s Punkte, so haben wir die C^ als Punkt- 
gebilde zweiter Ordnung, wenn Strahlen, als Strahlengebilde 
zweiter Ordnung, (Komplex der Tangenten). 

Da C^ = 0, wenn gleichzeitig u^ == 0, u^ = und ebenso, 
wenn Vi=Oj Vj = 0, so liegen die Centra der pro- 
jektiven Büschel u^ + Aug, v^+Avg, welche die Kurve 
erzeugen, auf der Kurve. Die Kurve kann, wie man 
sieht, auch aufgefafst werden als Erzeugnis von u^+^v^, 
u^-l-Xvg etc. 

Aufgabe 1. Wann zerfällt der Kegelschnitt in ein 
Linienpaar bezw. Punktepaar? Wie sind die Gleichungen 
dieser Linien bezw. Punkte (vgl. § 15 S. 59 u. Aufg. 4 § 28)? 

Aufgabe 2. Sind C^ und Cg die Centren der Büschel, 
welche Gerade im Büschel C^ entspricht dem Strahl C^ Cj 
in Ci? Duale Aufgabe? 

Nehmen wir statt C, irgend einen Punkt auf der Kurve 
z. B. Cg, und verbinden Cg mit 4 Schnittpunkten der Strahlen 
G^ und Gj, so sind die projektiven Zuordnungen der Strahlen 
in Gl und Gg fest geregelt, und die entsprechenden Strahlen 
erzeugen ein Gebilde, das mit dem ersten 5 Punkte gemein 
hat, also zusammenfällt, wir haben den Hauptsatz: 
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Satz 2. Zieht man in einer G^ von den Punkten 
der C^ nach 4 festen Punkten der C® die Strahlen, 
so haben sie ein konstantes Doppelverhältnis. 

Satz 2a. Die Schnittpunkte einer beliebigen 
Tangente mit 4 festen Tangenten haben ein kon- 
stantes Doppelverhältnis 

oder 

Der Kegelschnitt ist der geometrische Ort der 
Punkte, bez. Strahlen, für welche das Doppelver- 
hältnis der nach 4 festen Punkten gezogenen Strahlen 
bezw. der auf vier festen Geraden bestimmten Punkte 
konstant ist. 

Dieser Satz ist eine andere Form des Satzes von Pappus, 
vgl. Aufgabe 28 § 29. Sind die 4 Strahlen bezw. die 
4 Punkte harmonisch, so heifsen die 4 Elemente der C^ 
harmonisch, vgl. Kjreis. — 

Aufgabe 3. Auf der C^ zu zwei gegebenen Elementen 
2 harmonische zu konstruieren. 

Pol und Polare, die Punkte 3 und 4 sind die harmo- 
nischen, die Kurve bestimmt zu 1 ; 2 als Hauptpunkten eine 



Fig. 82. 

Involution; der S. 20 gestattet sofort zu 3 harmonischen 
den vierten zu finden. 

Aufgabe 4. Satz: Die Tangenten in 4 harmonischen 
Punkten der C^ sind 4 harmonische Tangenten. 

[Vgl. Kreis: S. 91. Das Doppel Verhältnis der Pole und 
der Polaren ist nach S. 90 das gleiche.] 

Aufgabe 5. Den Kegelschnitt aus 5 Elementen 
gleicher Art geometrisch zu konstruieren. 

Wir wählen Punkte aßyds, die Aufgabe ist schon 
(Aufgabe 21 § 16) gelöst, sie kommt darauf hinaus, zu drei 
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Paar /\ zugeordneten Strahlen einen beliebigen vierten zu 
finden; wir vereinfachen die Konstruktion etwas, mittelst 
des Satzes: Zwei /\ Büschel lassen sich stets in 
zwei Perspektiven Punktreihen schneiden. 

Man ziehe Fig. 33; 

a d { b und a € j c, ßs 
und yö schneiden sich 
in s, so sind b und c die 

Perspektiven Schnitte. 
Zieht man nun durch ß 
einen beliebigen Strahl, 
der b in ^ schneidet, so 
ist V sein zugeordneter 
und y V der ß l ent- 
sprechende, ^ der sechste 
Punkt der C^, der, indem 
ß k sich um ß dreht, die 
«^- ^' C^ durchläuft. 

Aufgabe 6. Die duale Konstruktion: Die C^ aus 
5 Tangenten zu konstruieren [wörtlich dieselbe mit Ver- 
tauschung von Punkt und Strahl. Satz: Es ist stets möglich^ 
zwei A Reihen durch zwei Perspektive Strahlenbüschel zu 
schneiden]. 

Die Sätze in Aufgabe 5 und 6 sind bekannt unter dem 
Namen des Pascalschen und Brianehonschen Satzes. 
Pascal hat den Satz 16 jährig gefunden, Brianchon den 
seinen mittelst Polarisation aus dem Pascal 1806 abgeleitet. 
Aufgabe 7. Aus der obigen Konstruktion den Satz 
des Pascal nachzuweisen: Sind ae ß^yd 6 beliebige Punkte 
eines Kegelschnitts, ae^eß^ß^ drei aufeinanderfolgende Seiten, 
^ y, y <J, (J a die Gegenseiten, so lautet der Satz 

Satz 3. Pascal: In jedem einem Kegelschnitt 
eingeschriebenen einfachen Sechseck liegen die 
3 Durchschnittspunkte der Gegenseiten in einer 
Geraden, der Pascalschen Geraden. 

Die 6 Punkte lassen sich auf 6 Weisen permutieren; 
da aber die 6-Ecke, welche durch cyklische Vertauschung 
aus einer Form hervorgehen, dieselbe Figur bilden und 
ebenso 12 3 4 5 6 identisch mit 6 5 4 3 2 1 , so fallen je 
12 Formen in eine Figur zusammen, es giebt also 60 ver- 
schiedene Pascalsche Geraden der 6 Punkte. 
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Aufgabe 8. Satz des Brianchon: 

Satz 4. In jedem einer C^ umgeschriebenen 
Sechseck schneiden sich die Yerbindungsgeraden 
der Gegenpnnkte in einem Punkte, dem Brianchon- 
schen Punkte. 

Die ümkehrbarkeit beider Sätze ist bereits bewiesen. 

Aufgabe 9. Die Umkehrung zu formulieren. 

Bei der fundamentalen Bedeutung der Sätze geben wir 
ftir den Pascal einen zweiten Beweis durch Rechnung. 

Aufgabe 10. Den Pascal mittelst des Potenzsatzes 
und des Satzes von Menelaos zu beweisen. 

Seien Fig. 34 A^ bis A^ irgend 6 Punkte einer C^, 
es werde für die Punkte eine bestimmte Reihenfolge fest- 
gesetzt, z. B. die angegebene, 
und die Punkte in dieser 
Reihenfolge zu einem Sehnen- 
sechseck verbunden. Die 
Punkte, deren Index um 3 
verschieden ist, werden als 
Gegenpunkte bezeichnet, wo- 
bei 6=0 gesetzt wird, also 

Seiten, deren Ecken paar- 
weise Gegenpunkte sind, sind 
Gegenseiten. Wir betrachten 
irgend ein Dreieck, dessen 
Seiten drei nicht in einer Ecke zusammenhängende 
Seiten des Sechsecks sind wieA^A^; A^Ag; A^ A^. Es sei 
U V W. Für dieses Dreieck ist jede der drei übrigen Seiten 
eine Transversale und daher nach dem Menelaos (S. 70). 

UA,.VA2.WP = WA,.ÜAa.VP 
UR.VAg.WA^^WR.ÜAg.VA^ 
UAe.VQ.WA^^WA^.UQ.VA^. 

Multipliziert man diese 3 Gleichungen und benutzt den 
Potenzsatz (S. 16), so ergiebt sich 

ÜR.VQ.WP = WR.ÜQ.VP 
und damit, dafs die 3 Punkte PQR auf einer Geraden. 

Aufgabe 11. Den Brianchon auf die entsprechende 
Weise zu beweisen. 




Fig. 84. 
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Aufgabe 12. Den Pascal mittelst Beehniing zn be- 
weisen. Man vgl. Aufgabe 13. 

Pascal und Brianchon folgen gegenseitig auseinander, 
denn wenn man die Kurve selbst als Polarisationskurve 
wählt, so entsprechen sich Punkt der Kurve und Tangente 
in ihm als Pol und Polare etc., und wenn die Pole in einer 
Geraden, liegen die Polaren auf Einem Punkt u. v. v. 

Aufgabe 13. Den Brianchon aus der allgemeinen 
Gleichung der einem Viereck eingeschriebenen G^ zu beweisen. 

Sind a^ bis a^ vier Tangenten der C*, so mufs ihre 
Gleichung die Form annehmen können 

wo a und ß Konstanten und P^^ etc. die Gleichung des 
Schnittpunkts von a, und a^ in Linienkoordinaten sind; sollen 
dann a^ und a^ auf der Kurve liegen, so sind a und ß oder 
vielmehr ihr Verhältnis doppelt bestimmt. Damit die Kurve 

aufser a^ . . a^ auch noch a^ enthält, mufs a: ß= P2S P/i : P12 Ps4 
sein, wo der Index das Besultat der Substitution der Koor- 
dinaten von a^ in die Gleichungen der Punkte bedeutet. 

Man bilde nun die Gleichung einer C®, welche die 
Gerade 4 5 61 enthält, y P^^ Pei — d P^^ P^^ = und be- 
stimmen y : ö, sodafs sie noch a^ enthalte, dann sind die 
Kurven identisch, dann ist (von einem konstanten Faktor 
abgesehen) 

«P« ^84 -/^Ps8 P41 =y P45 Pei -<JP5e Pl4 
oder 

« Pl« ^84 - y P45 Pei = Pl4 (ß^2B - ^ P56)- 

Die linke Seite stellt eine Kurve dar, welche enthält: 
die Geraden %, a^; die Verbindungsgerade von (12|45); (34|61); 
wegen der rechten Seite ist aber diese Kurve uneigentlich 
und das Punktepaar P14 = 0; /? P^g — df^^= 0, der letztere 
Punkt liegt auf der Geraden, welche 56 (d. h. den Schnitt, 
von a^ und a.) mit 23 verbindet, also schneiden sich die 
8 Geraden (12|45); (34|61); (56|23) in Einem Punkt. Welche 
Voraussetzung ist tlber die Geraden dabei stillschweigend 
gemacht ? 

Pascal hat die ganze Theorie der Kegelschnitte auf 
seinen Satz gegrtlndet, die Folgerungen aus den beideQ 
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Sätzen finden sieh in Reyes klassiseher Geometrie der Lage 
zusammengestellt. ^ 

Aufgabe 14. Mit dem Lineal, wenn 5 Punkte einer 
C^ gegeben sind, die Tangente in Einem von ihnen, z. B. 
Af^, zu konstruieren. [Man betrachte die beiden Punkte 
5 und 6 als zusammenfallend, 12 und 45 schneiden sich in 
P, 34 und 6(5)1 in Q ; 23 trifft die Pascalsche Gerade P Q 
in R, so ist ß 5 die Tangente. Beweis?] 

Aufgabe 15. Wenn 5 Tangenten einer C^ gegeben 
sind, den Berührungspunkt auf einer von ihnen, z. B. a^ mit 
dem Lineal zu konstruieren. 

Da der Kreis durch die beiden Kreispunkte im Unend- 
lichen geht, so können nur 3 seiner Punkte willkürlich gegeben 
werden; da die Parabel die unendlichferne Gerade zur Tan- 
gente hat, so können nur 4 Tangenten verfügbar bleiben. 

Aufgabe 16. Eine Parabel aus 4 Tangenten zu 
konstruieren. 

Satz 2a gestaltet sich für die Parabel, da die eine Tan- 
gente von den 4 festen die unendlichfeme sein kann, zu 

Satz 5. Drei feste Tangenten einer Parabel 
werden von einer be- 
weglicheh unter festem 
Verhältnis geschnitten. 

Man zieht also (Fig. 35) 
durch A eine beliebige Ge- 
rade, überträgt das Ver- 
hältnis AB :BC durch eine 
Parallele zu 2 durch B in 
D auf diese Gerade, zieht 
SD, schneidet 3 in F, so 
ist die Parallele zu A D 
durch F die gesuchte Tan- 
gente. 

Aufgabe 17. Der Brianchonsche Punkt ist Pol der 
Pascalschen Geraden. 

Aufgabe 18. Den Satz in Aufgabe 21 § 29 mittelst 
des Brianchon zu beweisen. 

[Man zähle jede Tangente doppelt.] 

Aufgabe 18a. Den Satz in Aufgabe 22 § 29 mittelst 
des Pascal zu beweisen. 




Fig. 35. 



Simon, GeometTie der Ebene. 
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[Man zähle jeden Punkt doppelt.] 

Aufgabe 19. „Die Diagonalen eines einfachen Sehnen- 
vierecks und des zugehörigen Tangentenvierecks schneiden 
sich in Einem Punkte" mittelst des Brianchon zu beweisen. 

[Zählt man die Tangenten A B und C D doppelt, so sind 
A C, B D und die Verbindungsgerade der Berührungspunkte 
auf A B und C D die Hauptdiagonalen des Sechsseits, zählt 
man B C und D A doppelt, so etc.] 

Aufgabe 20. Den dualen Satz: Verbindet man 4 Punkte 
einer Kurve zweiten Grades in bestimmter Reihenfolge A B C D 
zu einem Viereck, und in selber Folge die Tangenten in 
Aj etc., so liegen die 4 Durchschnittspunkte der gegentlber- 
liegenden Seiten in beiden Vierecken in Einer Geraden. 

[Pascal.] 

Aufgabe 21. Den Satz in Aufgabe 20 mittelst der 
projektiven Erzeugung der Kurve direkt zu beweisen. 

[Die Punkte seien cc ßyd, die Tangenten a b c d. Fafst 
man a und y als Centren der /\ Büschel, welche die C^ er- 
zeugen, so entspricht die Gerade ay den Tangenten in a 
und y, das sind a und c; dem Strahl a ö entspricht y (J, 
dem Strahl a ß desgl. y ß ; wechselweise schneiden sich diese 
in A und ^, also liegen (ac) l und ju in EincF Geraden; 
sieht man ß und d als Centren an . . . 

Aufgabe 21a. Den Satz in Aufgabe 20 mittelst der 
Sätze von Pol und Polare zu beweisen. 

Aufgabe 22. Aus Satz in A. 20 zu beweisen, dafs die 
Tangenten einer C^ ein Strahlenbündel zweiter Klasse bilden, 
d. h. dafs zwei feste Tangenten durch die übrigen /\ auf- 
einander bezogen sind. 

[Der Satz von den Wechselstrahlen ist ftir die /\ Be- 
ziehung charakteristisch.] 

Aufgabe 23. Eine C^ ist durch 5 Punkte gegeben 
und auf einer Geraden g ein Punkt, in dem sie die C^ 
schneidet, den anderen zu konstruieren. (Aufgabe 5.) 

Aufgabe 23a. Die Duale von 23 [die andere Tan- 
gente, A. 6]. 

Aufgabe 24. Den Schnitt einer Geraden mit 
einer durch 5 Punkte gegebenen C^ zu konstruieren. 

Man sieht sofort, dafs die Aufgabe identisch ist mit der 
Aufgabe : Auf Einer Trägergeraden g sind zwei /\ Punkt- 
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reihen (durch drei Paare zugeordneter Punkte) gegeben, man 
soll die Punkte finden, in welchen je zwei entsprechende 
zusammenfallen. 

Lösung mittelst eines festen Kegelschnitts, am ein- 
fachsten eines Kreises: Figur 36. Man verbindet einen be- 
liebigen Punkt S auf der festen Kurve mit den Punkten 
a, /?, y und ihren entsprechenden auf g und erhält so die 
Punkte ABC; Aj Bj C^ auf der Kurve (in der Figur kleine 
Buchstaben). Wähle z. B. A und A^ als Centren, dann sind 
die Strahlenbüschel A Aj , A B^, A Cj und A^ A, A^ B, A^ C 
perspektivisch, also schneiden sich die entsprechenden 
Strahlen A B^ und Aj B, A C, und A^ C auf einer Geraden h. 
Schneidet diese den Kreis in P und Q, so sind SP und 




S Q die sich selbst entsprechenden Strahlen in dem Doppel- 
strahlenbttschel in S und schneiden g in den gesuchten 
Punkten. Berührt die Gerade h den Kreis, so ist g Tangente 
an den Kegelschnitt der 5 Punkte, liegt h aufserhalb, so sind 
die Schnittpunkte imaginär. 

Aufgabe 25. Den Schnitt eines Punktes mit 
einer durch 5 Tangenten gegebenen C* zu kon- 
struieren, d. h. die Tangenten vom Punkt an die C* zu 
ziehen. 

[Man kann 25 auf 24 zurückführen, indem man die 
beiden Strahlenbüschel mit gemeinsamen Gentren durch eine 
Gerade schneidet.] 

11* 
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Aufgabe 26. Die beiden letzten Aufgaben mit dem 
Lineal zu lösen. 

[Pascal und Brianchon, Pol und Polare.] 

Aufgabe 27. Die Sätze von Pol und Polare aus der 
projektiven Erzeugung der C- abzuleiten. 

[Vollständiges Vierseit, die Sätze in Aufg. 20 und 19.] 

Aufgabe 28. Es sind n Geraden a^ ... an ge- 
geben und n Punkte «^...«0, es soll ein Polygon 
konstruiert werden, dessen Ecken auf den Geraden 
der Keihe nach liegen, während die Seiten durch 
die Punkte der Reihe nach hindurchgehen. 

Es handelt sich darum, dafs, wenn man von der Ecke 
1 ausgeht, der Zug schliefst, oder dafs die Linie na» die 
Gerade 1 in Punkt 1 trifft. Bezieht man die Geraden a, 
und a, durch einen Strahlenbüschel a^, so werden 1 und 2 
entsprechende Punkte; ebenso 2 und 3, wenn a^ und a^ 
durch a^ bezogen werden u. s. w., bis an und aj durch «n 
bezogen werden, wo durch n dann 1' auf a^ bestimmt ist. 
Denkt man sich die Gerade a, doppelt, so wird a^ auf a\ 
bezogen. Nimmt man auf a^ also drei beliebige Punkte 
ABC und konstruiert zu ihnen auf a^ als a^' die ent- 
sprechenden A' B' C, so ist die Aufgabe auf die in A. 24 
gelöste zurückgeführt. 

Aufgabe 29. Wenn P ein beliebiger Punkt, a und ß 
zwei Kurvenpunkte, die als Centren der /\ Btlschel, welche 
die C^ erzeugen, angesehen werden, so hat aP einen ent- 
sprechenden Strahl in ß und ß P einen entsprechenden in a, 
ihr Durchschnitt Q ist P zugeordnet. Aus dem Satz vom 
vollständigen Vierseit folgt dann unmittelbar, dafs Q, wenn 
a und ß die Kurve durchlaufen, die Polare von P durch- 
läuft. Man soll den Satz durch Rechnung beweisen. 

[Geht der Strahl Uj — A Ug durch P, so ist A = ü^p : U^p; 
geht der Strahl Vj —inY^ durch P, so ist ^ ■= V^p : V^p ; 
folglich für Q gleichzeitig U.V^p — U^ Vip = und V, U^p 
= 0, d. h. Q erfüllt die Gleichung der Polare von P. 

U,V,p-U,V,p + V3U,p-V,U,p=0.] 

Aufgabe 30. Einen Kegelschnitt aus 4 Punkten und 
der Tangente in einem von ihnen, bezw. aus 3 Tangenten 
und zwei Berührungspunkten auf ihnen zu konstruieren. 
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Aufgabe 31. Einen Kegelschnitt aus 3 Punkten und 
den Tangenten in zweien von ihnen, bezw. aus 4 Tangenten 
und dem Berührungspunkte auf einer von ihnen zu kon- 
struieren. 

[Sind die Tangenten in A und B gegeben, so ist die 
Tangente in A /\ zugeordnet dem Strahl B A und die Tan- 
gente in B dem Strahl AB, man hat also wieder die Auf- 
gabe, die /\ Büschel zu konstruieren, wenn 3 Paar zu- 
geordnete Strahlen gegeben sind.] 

Aufgabe 32. Satz von Desargues: Nach dem Satz 
von Desargues wird jedes vollständige Viereck von jeder 
Transversale in 3 Punktpaaren einer Involution geschnitten. 

In jedem einer Kurve C^ eingeschriebenen Vier- 
eck gehören die Kurvenpunkte auf jeder Trans- 
versale zu der durch das Viereck bestimmten In- 
volution. 

Wir wollen diesen Satz mittelst Rechnung beweisen 
(vgl. folgenden Abschnitt). Das Viereck sei AB CD; P^^ 
auf AB etc. 

Wir wählen die Transversale zur x Achse, P^ zum 

Nullpunkt. Wir haben dann, wenn P^ AB = Y : P^ jm|0 

A|0|a; Bj0|b; ab.= ^; a + b = — ?-^; (Gleich. 9a) 

Ol Ui I 0; Q, 1 qe I ; q, + q, = ^; qi q,» = ~i 

CKlje, D|xa|ya; P, jr^, |p3|0, Pj^, Oip„ 0. 
Wir zeigen nun die Richtigkeit der Desarguesschen Relation: 

r^ IqJi . X 1 Vjg i: 2 ^1 • -^2 ^ 



ier 


Pa 


Jrg . r j r ^ r^ r^ . Jr j r^ 
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a^j (Xd a — m a -j- yd m) (Xo b — m a + Je m) * 
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Aber C und D sind die Schnitte der Geraden y = t (x — m) 
mit G also: 

a^g ^ Gr (m, 0, 1) 

Xd Xo (Xd — m) (Xo — m) (a + m t) (b + Hl t) 

(a -|- m t) (b 4" ™i '^) = G- (0, — m t, 1) : agg = A : ag^ 

und Xd und Xc die Wurzeln von G(x, t (x — m), 1) = 0, d. h. 

x«G(l,T,0) + 2xP(l,T,0;0, — mtr,l) + G(0, — mr, 1) = 

A A 



Xd Xc = 



1 = 



G(1,T,0) B ' 
G (m, 0, 1) ' G (m, 0, 1) 



(Xd — m) (Xj — m) B G (m, t (m — m), 1) 
G (m, 0, 1) ^- ^' 



Aufgabe 33. Den Satz von Desargues aus der 
projektiven Erzeugung der C^ abzuleiten. 

[Sieht man z. B. D und B der vorigen Figur als 
Centren der die C^ erzeugenden Bttschel an, so folgt un- 
mittelbar, dafs die Doppelverhältnisse Q^ Pg Qg Pj und 
Qi Pi 0« ^4 gleich sind und damit die Desarguessche Relation 
sofort.] 

Aufgabe 34. Den dualen Satz zum vorigen: 

Die 4 Strahlenpaare von einem beliebigen 
Punkt P, bestehend aus den beiden Tangenten von 
P und den Strahlenpaaren nach den drei Paaren 
Gegenecken eines Tangentenvierseits einer C® sind 
4 Paare einer Strahleninvolution 
auf beide Arten zu beweisen. 

Liegt P auf der Kurve, so ist die Tangente in ihm 
ein Hauptstrahl der Involution, wie im dualen Falle, wenn 
g eine Tangente, Q^ und Q^ also zusammenfallen, der Be- 
rtthrungspuokt ein Hauptpunkt. 

Aufgabe 35. Den Satz zu beweisen: 

Sind in Einem Kegelschnitt zwei Vierecke einbeschrieben, 
und schneiden sich 3 Paar Seiten derselben auf einer Ge- 
raden, so schneidet sieh auch das vierte Seitenpaar auf 
dieser Geraden. [Eine Involution ist durch 2 Paare bestimmt.] 
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Aufgabe 36. Mittelst des Satzes in A. 33 den Paskalschen 
Satz zu beweisen, und mittelst des dualen den Brianchon. 

Da Pascal den Satz von Desargues kannte, so ist dies 
vermutlich der Weg, wie er den Satz gefunden. 

[Wenn der C^ das Sechseck A B C D E F eingeschrieben, 
so zerlege man es durch die Diagonale, z. B. AD in zwei 
Vierecke, auf welche, da sie eine Seite gemeinsam haben, 
der Satz in Aufgabe 35 Anwendung findet.] 

Aufgabe 37. Eine C^ aus vier Punkten und einer 
Tangente zu konstruieren. 

[Der Berührungspunkt ist Ein Hauptpunkt, der durch 
die Schnitte der Tangente mit den Gegenseiten des gegebenen 
Vierecks bestimmten Involution; die Aufgabe hat also 
generaliter 2 Lösungen, wann hat sie eine, wann keine^ 
welche Bedeutung hat der andere Hauptpunkt? 

Aufgabe 38. Eine Parabel aus 4 Punkten zu 
konstruieren. 

Die gegebene Tangente ist hier die unendlich ferne 
Gerade. Da eine Involution nur von den Winkeln der 
Strahlen abhängt, so erhält man eine Involution, wenn man 
durch einen Punkt zu den 6 Seiten eines vollständigen 
Vierecks die Parallelen zieht. (Schnitt des Vierecks durch 
die unendlich ferne Gerade) also: Man zieht durch einen 
beliebigen Punkt zu zwei Paar Gegenseiten des Vierecks 
A B C D die Parallelen, und bestimmt die Hauptstrahlen der 
Involution. Jeder von diesen Strahlen kann Durchmesser- 
oder Achsenrichtung der Parabel sein. 

Das Viereck darf kein Parallelogramm sein. 

Aufgabe 38a. Nach den Sätzen übet Pol und Polare 
sind die Linien, welche die Mittelpunkte eines Tripel-(Polar-) 
Dreieckes verbinden, Tangenten an die Parabel; durch die 
4 Punkte ist aber wegen der drei Schnitte der Gegenseiten 
des vollständigen Vierecks ein Tripeldreieck gegeben und 
die Aufgabe 38a zurückgeführt auf: 

Aufgabe 39. Eine Parabel aus 3 Tangenten 
und einem Punkt zu konstruieren. 

[Da die vierte Tangente die unendlich ferne, so liegen 
wenn diese a, die drei gegebenen b, c, d, der Punkt P 
genannt wird: (ab); (ac.(ad); in den Richtungen b, c, d 
im Unendlichen, also: 
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Man zieht die Strahlen von P nach (b, e) und den 
Parallelstrahl zu d, sie seien 1 und 1' ; die Strahlen von P 
nach (c d) und den Parallelstrahl von P zu b, sie seien 
2 und 2', konstruiert die Hauptstrahlen t und t' der durch 
die beiden Paare bestimmten Involution, so ist sowohl t 
als t' eine fllnfte Tangente und die Aufgabe auf Nr. 16 
zurückgeführt. 

Ist die Involution hyperbolisch, so giebt es 2 Parabeln, 
ist sie elliptisch, keine; wann ist sie parabolisch? 

Aufgabe 40. Eine C^ durch 3 Punkte und 
2 Tangenten zu konstruieren. 

Seien ABC die Punkte, t^ und t^, welche sich in S 
schneiden, die Tangenten; es kommt darauf an, die Polare 
von S zu konstruieren, welche t^ und tg in den Berührungs- 
punkten schneidet. Gesetzt die Polare schnitte AB in x, 
so geht die Polare von x durch S und schneidet A B in §, 
und S ^, S X werden durch S A und S B harmonisch getrennt 
und zugleich durch t^ und tg. Dieselbe Betrachtung gilt 
für den Punkt y, in welchem die Polare o die Sehne A C 
schneidet. Wir haben also zweimal dieselbe Aufgabe zu 
lösen : 

Aufgabe 41. In einer Strahleninvolution zwei kon- 
jugierte Strahlen zu finden, welche durch zwei beliebig 
gegebene Strahlen harmonisch getrennt werden. 

[SA, SB seien die gegebenen Strahlen, ist S A ein 
Hauptstrahl der gegebenen Involution, so mufs SB, wenn 
die Aufgabe lösbar sein soll, der andere Hauptstrahl sein, 
und dann ist jedes Paar eine Lösung. Seien SA und SB 
keine Hauptstrahlen der gegebenen Involution, so kann man 
sie als Hauptstrahlen einer zweiten Involution in S ansehen, 
die durch ihre Hauptstrahlen völlig bestimmt ist und die 
Aufgabe heifst dann: Zu zwei Involutionen mit ge- 
meinsamen Träger das gemeinsame Paar zu finden. 
Nun sind aber 2 Involutionen stets auch projektive Büschel, 
wie schon daraus hervorgeht, dafs wenn man die Haupt- 
strahlenpaare einander zuordnet und dann willkürlich ein 
drittes Strahlenpaar, das sich auf der Verbindungsgeraden 
der Schnittpunkte der Hauptstrahlenpaare schneidet, die 
Büschel sogar perspektiv sind. Die Aufgabe ist also darauf 
zurückgeführt auf zwei projektiven Büscheln bezw. Punkt- 
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reihen mit gemeinsamen Träger die zusammenfallenden 
Elemente zu bestimmen (Aufgabe 24). 

Zu Aufgabe 40 ist noch zu bemerken, dafs es will- 
kürlich ist, welchen der Punkte x' und §, y und rj wir als 
inneren oder äufseren Punkt auf der Sehne AB bezw. AC 
ansehen, und dafs wir daher die 4 Lösungen haben: 

xy Polare von S oder ^rj oder xyj oder ^y. 

Keine Lösung giebt es, wenn 41 keine Lösung hat, 
was eintritt, wenn die Tangenten t^ und t^ durch 2 der 
Strahlen SA, SB, SC getrennt werden. Wann hat die Aufgabe 
zwei Lösungen? 

Aufgabe 42. Zwei Tangenten einer C^ und diese 
selbst werden von einer beliebigen Gerade g in Punktpaaren 
einer Involution geschnitten, deren einer Doppelpunkt der 
Schnitt der Geraden g mit der Bertihrungssehne, deren 
anderer der Schnitt von g mit der Polare des ersten ist. 

[Pol und Polare oder Satz von Desargues, indem man 
ein Paar Gegenseiten zusammenfallen läfst, der erste Beweis 
ist vorzuziehen.] 

Aufgabe 43. Der duale bezw. reciproke Satz. 

Aufgabe 44. Mittelst Satz in Aufgabe 42 die Auf- 
gabe 40 zu lösen. 

[AB schneide t^ und ta in x und y, man konstruiert 
die Doppelpunkte u und v, ebenso verfahre man mit A C, 
und findet w und z, so kann jede der 4 Kombinationen 
uw, vz, uz, VW als Berührungssehne oder Polare von 
(tj tg) angesehen werden. 

Aufgabe 45. Die duale Aufgabe. Eine C^ durch 
3 Tangenten und 2 Punkte zu konstruieren ; auf die beiden 
entsprechenden Weisen: Der duale Satz zu dem in Auf- 
gabe 42 lautet: 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P mit zwei 
Punkten A und C einer C^ und zieht die Tangente von P, 
so hat man zwei Strahlenpaare einer Involution, deren einer 
Hauptstrahl die Verbindung von P mit dem Pol Q von A C ist. 

Beweis mittelst der Betrachtung, dafs der Pol von P Q 
auf der Berührungssehne von P und von Q liegt.] 

Aufgabe 46. Eine Parabel aus drei Punkten und 
einer Tangente zu konstruieren, bezw. aus 2 Punkten und 
2 Tangenten. 
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JDie Strahlbllschel in S von Aufgabe 40 vrerden zu 
lelstrahlbUschel bezw. sind y und z im Unendlichen 
also X und w die Centren der Involution und die BeiUbmngs- 
■sehnen werden zu Durchmeasem. 

Aufgabe 47. Wann erzeugen zwei /\ BSsehel eine 
Parabel, wann eine Hyperbel, wann eine Eljipse? 

[Parabel, wenn Ein Paar entsprechender Strahlen parallel 
sind etc.] 

Aufgabe 48. Wann erzeugen zwei /\ Pnnktreiheu 
eine Parabel? 

[Wenn ihre unendlich femenPunkte einander entsprechen, 
d.h. also wenn ABC A'B'C irgend 3 Paar entsprechender 

Punkte sind, wenn ^ ^ p' r' ' ^* ''■ ^^ wenn man die 
TVägergerade ABC so verschiebt, dafs AA' und B B' 
parallel werden, so werden alle Verbindungslinien ent- 
sprechenden Pui^tpaare parallel. Fig. 37.] 



Aufgabe -49. Je zwei Tangenten einer Parabel werden 
Tou den andern in proportionale Abschnitte geteilt. 

Aufgabe 50. Die drei Pascalschen Gleraden je dreier 
eingeschriebener Sechsecke, welche man durch cyklische Ver- 
tauschong von 3 Ecken erhält, schneiden sich in Einem Punkt. 
J^Z. B. 2 4 6, 6 4 2, 6 2 4, die Pascalsehe Gerade des ersten 
1 2 3 4 5 6 ist Lgj — L„ ^ 0, die des zweiten L„ — L,^ = 0, 
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die des dritten L^^ — Lgg = ; ein solcher Punkt heifst 
St ein er scher Punkt. Wieviel Steinersche Punkte liefert 
die vollständige Konfiguration von 6 Punkten einer C^? 

Aufgabe 51. Den dualen Satz für den Brianchon. 

Aufgabe 52. Die Umkehrung des Pascal und 
Brianchon zu beweisen, d. h. also: Bilden 6 Punkte ein 
Sechseck, in welchem sich etc., so liegen die 6 Punkte auf 
Einer C^ etc. 

Aufgabe 53. Wenn die abwechselnden Seiten eines 
Pascalschen Sechsecks zum Schnitt gebracht werden, so 
bilden die 6 Schnittpunkte ein Brianchonsches Sechseck. 

[Der Schnittpunkt der 3 Diagonalen ist ein Steinerscher 
Punkt.] 

Aufgabe 54. Die 6 Ecken zweier Tripeldreiecke 
liegen auf eiper C^, man beweise den Satz durch Rechnung. 

[Es ist nur zu beweisen, dafs die Geraden AB und A' B', 
B C und B' C, C A' und C A sich in Einem Punkte schneiden.] 

Aufgabe 55. Den dualen Satz: „Die 6 Seiten zweier 
Tripeldreiecke (Autopolarer-, Pol-) sind 6 Tangenten einer 
C^" projektiv zu beweisen. 

Das Doppelverhältnis der Punkte a (b c b c') ist das 
ihrer Polaren, welche durch den Pol A von a gehen, die 
Polare von ab ist c, die von ac ist b, die Polare von 
a c' geht durch a' b', die von a b' geht durch a' c', also ist 
a (b c b' c') /\ a' (c b c' b'), und da das Doppelverhältnis 
von 2 Punkt- oder Strahlenpaaren sich nicht ändert, wenn 
man den Punkt bezw. die Strahlen jedes Paares vertauscht, 
so ist a (b c b' c') /\ a' (b c b' c') q. e. d. 

Aus Satz in Aufgabe 55 kann Satz in Aufgabe 54 
durch Polarisation in Bezug auf die ursprüngliche G^ sofort 
abgeleitet werden und v. v. 

Aufgabe 56. Den Satz: Liegen 2 Dreiecke so, dafs 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte sich in Einem 
Punkte schneiden, so schneiden sich die die 3 Paare ent- 
sprechenden Seiten auf Einer Geraden aus der Lehre von 
der C^ ohne Rechnung zu beweisen. 

Aufgabe 57. Ein Kjeis entsteht, wenn sich zwei kon- 
gruente Strahlenbüschel von gleichem Drehungssinn schneiden, 
welche C^ entsteht, wenn sich zwei kongruente Büschel von 
entgegengesetztem Drehangssinn schneiden. 
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[Denkt man sieh Fig. 38 S A und S, A, zani Schnitt 
gehracht, so bilden alle entsprechenden Strahlenpaare mit 
den Halbierungslinien der Winkel zwischen A S und Sj Aj 
gleiche Winkel (in symmetrischer Lage). Die Parallelen 
zn diesen Halbierungslinien in S nnd S, sind entsprechende 
Strahlen, also sind von den Bfischeln zwei Paar entsprechender 




Strahlen parallel, also ist die C* eine Hyperbel nnd eine 
solche, deren Asymptoten auf einander senkrecht stehen, 
d. h. eine gleichseitige Hyperbel.] 

Aufgabe 58. Es soll bewiesen werden, dafs, wenn 
X, ^ 0, Xj ^^ 0, Xg ^ die Gleichungen dreier Seiten eines 
Iripeldreieeks sind, 6(8) auf die Form gebracht werden kann: 

a Xi + b xa + c Xs = 0. 

[Denkt man sieh die allgemeine Form I^f^i,XiXk^= 0, 
80 ist die Polare von Xj ^^ 0, x^ ^^ 0, x^ = h^ die Linie 
Xg ^= 0, also mnfs Sjg ^^ 0, a^g = sein, nnd ebenso a^g = 0.] 

Aufgabe 59. Es soll ohne den Potenzsatz bewiesen 
werden, dafs, wenn ein Paar konjugierter Durehmesser eines 
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centralen Kegelschnitts zu Koordinatenachsen gewählt werden, 
G(s) die Form annimmt: 

ax24-by2 + c = 0. 

[Ein Paar konjugierter Durchmesser und die unendlich 
ferne Gerade bilden ein Tripeldreieck.] 

Aufgabe 60. Wird auf einer Tangente eines Kegel- 
schnitts eine Involution angenommen, und zieht man aus je 
zwei zugeordneten Punkten derselben die neuen Tangenten, 
so schneiden sich diese auf einer bestimmten Geraden. 

[Die Tangenten in den Endpunkten der vom Pol ge- 
zogenen Sehnen schneiden sich auf der Polaren.] 

Aufgabe 61. Wird eine C^ von zwei konjugierten 
Geraden (S. 126, Aufgabe 1) geschnitten, so sind die 
4 Schnittpunkte 4 harmonische Punkte. 

Aufgabe 62. Eine Hyperbel zu konstruieren, von 
welcher 3 Punkte und die beiden unendlich fernen Punkte 
(d. h. die Richtungen ihrer Asymptoten) gegeben sind. 

Aufgabe 63. Eine Hyperbel zu konstruieren, von 
welcher drei Tangenten und die beiden Asymptoten ge- 
geben sind. 

Aufgabe 64. Ein Viereck in eine C^ eingeschrieben, 
dessen 3 Paar Gegenseiten gegenseitig konjugiert, sind in 
Bezug auf die C^ Polviereck. 

Aufgabe 64 a. Die duale Aufgabe. Polvierseit. 

Aufgabe 65. Drehen sich 2 gleiche Winkel um ihre 
Scheitel S und S' und bewegt sich der Durchschnittspunkt 
des einen Schenkelpaares auf Einer Geraden, so bilden die 
andern Schenkelpaare zwei /\ Strahlenbüschel und erzeugen 
also eine C^. 

Diese Erzeugung nennt Newton organische Methode 
Kegelschnitte zu beschreiben und deswegen heifst die pro- 
jektive Geometrie auch organische Geometrie. 

Aufgabe 66. Bewegen sich die Ecken eines Dreiecks 
so auf 3 Geraden, dals 2 Seiten desselben sich selbst parallel 
bleiben, und ändert die dritte Seite ihre Richtung, so um- 
hüllt sie eine Parabel 

Aufgabe 67. Sind 2 Paar Gegenseiten eines Sehnen- 
vierecks einer C^ konjugierte Geraden, so ist es auch das 
dritte; dualer Satz? 

[Satz von Desargues . . .] 
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Aufgabe 68. Zieht man dnrch die Mitte M einer 
Sehne einer C^ 2 Sekanten, so wird jede Strecke der Sehne 
zwischen 2 Gegenseiten des entstandenen Sehnenvierecks 
in M halbiert. 

[Bringt man die Gegenseiten zum Schnitt in P, so geht 
die Polare von M durch P und dem in der Bichtung der 
Sehne unendlich fernen Punkt.] 

Aufgabe 69. Verbindet man einen festen Punkt S 
mit allen Punkten P einer C^ und schneidet S P eine feste 
Gerade in T, so ist der Ort der zu P konjugierten 4 har- 
monischen Punkte Q wieder eine C^. 

[Entweder durch Bechnung durch die Bemerkung, dafs 
(symbolisch) P = S + A T, Q = S — AT, alsoP + Q = 2S, 
oder durch den allgemeinen Satz: Wenn die Punkte zweier 
Kurven C und K gegenseitig eindeutig zugeordnet werden 
können durch Konstruktion in derselben Ebene, so sind C 
und K vom gleichen Grade, oder projektiv: Die Gerade 
G schneidet die C^ in A und B (reell oder imaginär), so 
sind A P und A Q, ferner B P und B Q zwei Involutionen, 
d. h. aber auch zwei Paar in einander liegender /\ Strahlen- 
bündel und das Büschel A P ist vermöge der C^ /\ B P also 
auch A Q /\ B Q, also Q auf einer C^. 



Vn. Abschnitt. 



Das Kegelschnittbüschel und die 
Kegelschnittreihe. 



§ 33. Das Bflschel. 

Wir sahen in § 26, dafs jeder Kegelschnitt, welcher 
durch 4 gegebene Punkte geht, sich auf die Form bringen 
liefs : 

G (s) — A H (s) = 0, 

wo i ein veränderlicher Parameter und 6 (s) = und H (s = 
zwei C^ waren, welche durch die gegebenen Punkte gingen, 
dem Werte A = oo wird H(8) = zugeordnet; die Gesamt- 
heit heifst Schar oder Büschel. 

Aufgabe 1. Sind P (s) = G(s)— A^ H(s) = und 
Q (s) ^ G (s) — Aj H (s) = irgend zwei Glieder der Schar, 

so ist jedes Glied der Schar R (s) { G (s) — ig H (s) auch 

!P(s)-^Q(s). 

L A3 ^2 J 

Aufgabe 2. Wie viel uneigentliche Kegelschnitte sind 
in der Schar. Geometrisch ist klar, dafs, wenn A B C I> 
die 4 Grundpunkte, die Geradenpaare AB, CD; AC, BD; 
AD, BC; d. h. die 3 Paar Gegenseiten des vollständigen 
Vierseits A B C D die drei zerfallenden Kegelschnitte der 
Schar sind; Rechnung? 

[Die Bedingung ftlr das Zerfallen war A = 0, und diese 
giebt fttr l eine Gleichung dritten Grades.] 
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Aufgabe 3. Wie viel Parabeln sind in der Schar, 
nnd welche Werte hat l für sie? 

[Zwei, vgl. A. 38 § 32; A/ parallel A^' vgl. § 31, 
d. h. cfgg = 0.] 

Aufgabe 4. Wie viel gleichseitige Hyperbeln sind in 
der Schar? 

[Ist das Koordinatensystem rechtwinklig, so mufs 

^1 "f~ ^22 = ^^1^? d- '^• 

wann giebt es unzählig viele? 

Aufgabe 5. Die Bedingung, dafs die Schar einen 
Kreis enthält, ist dafs AB CD ein Kreisviereck; welche 
Eigenschaft hat das Büschel? 

[Die Hauptachsen der Centralkegelschnitte des Büschels 
müssen parallel sein, aufser wenn . . . ?] und die Achsen 
der beiden Parabeln des Büschels? 

Aufgabe 6. Satz von Desargues: die Kegel- 
schnittschar wird von jeder Geraden in Punkten 
einer Involution geschnitten. 

[Entweder kann man diesen Satz, den „uneigentlichen" 
Satz von Desargues, auf den eigentlichen stützen, der 
schon Seite 73 bewiesen ist, oder umgekehrt diesen Satz 
direkt beweisen, und dann den Satz vom Viereck daraus 

ableiten wie folgt: Sei die Gerade g { gi s^ -f- . . . und 
eliminiert man zwischen g und P (s) eine der Variabein, 
z. B. Sj, so erhält man für die Koordinaten des Schnitts 
die Gleichung g (Sg Sg) — Ah (Sg Sg) = 0, wo g und h zwei 
homogene Formen zweiten Grades sind; dadurch ist, vgl. 
Seite 19, bei veränderlichem Parameter X eine Involution 
bestimmt. Da die Linienpaare A B . C D etc. mit zu den C^ 
der Schar gehören, so ist damit der eigentliche Satz von 
Desargues bewiesen. 

Aufgabe 7. Durch Rechnung zu zeigen, dafs es in 
der Schar generaliter 2 Individuen giebt, welche eine ge- 
gebene Gerade g berühren. 

[S I "^1 ^1 + • • • 5 C (s) = i^ Cik Si Sk gehöre zur Schar, 
also Cik = aik — A bik, so ist die Gleichung von C (s) in 
Linienkoordinaten , der die a von g genügen (vgl. § 27) 
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2 yik öi ffk = 0, wo /ik = Ci 1 Cki — Cik Ci 1, d. h. also in l 
quadratisch. 

Aufgabe 8. Der Ort der Polaren eines festen 
Punktes in Bezug auf die Schar ist ein Punkt. 

[Die Polare eines Punktes s' ist s' a^ -f- . . ., wo a^ 
= <ri(a) — A(<T^(b)), d. h. also die Polaren bilden das 
Büschel 

P(ssO — AQ(ss') = 

wo P die Polare von G (s) und Q die von H (s) bezeichnet. 
Aufgabe 9. Alle einer festen Richtung konjugierten 
Durchmesser schneiden sich in Einem Punkt 

[A. 8; 83' = 0]. 

Aufgabe 10. Schneiden sich die Polaren von A in B, 
so schneiden sich die Polaren von B in A. 

Aufgabe 11. Satz in Aufgabe 8 ohne Rechnung zu 
beweisen. 

[Die Gegenseiten A B und C D des gemeinsamen Vierecks 
schneiden sich in P, die Gegenseiten B C und A D in Q, 
die Polare des festen Punkts X in Bezug auf A B . C D ist 
der durch P gehende zu P X konjugierte vierte harmonische, 
die Polare in Bezug auf A D . B C ist der durch Q gehende 
zu QX konjugierte vierte harmonische Strahl, der Schnitt- 
punkt beider Polaren sei Z, XZ schneidet dann die Schar 
nach dem Desarguesschen Satz in einer Involution, von der 
X und Z die Hauptpunkte, also schneiden sich alle Polaren 
von X in Z (und von Z in X). 

Man sieht, der Desarguessche Satz ist im 
Grunde nichts anderes als der Satz, wenn P (s) 
eine homogene Form ersten Grades, so ist P(s-]-s') 
= P (s) -f- P (s') 5 6r gilt daher, sowie die Sätze von 
Pol und Polare überhaupt für die Kurve zweiten 
Grades im n dimensionalen ebenen Raum. 

Aufgabe 12. Den Satz von Desargues mittelst 
des Satzes in Aufgabe 8 zu beweisen. 

Eine beliebige Gerade g schneide AB . CD in P und P^; 
A D . B C in Q und Q^ ; konstruiere die Hauptpunkte der 
durch PPj und QQ^^ gegebenen Involution in X und Z, 
so schneiden sich alle Polaren von X nach A. 8 in Z, und 
die Schnittpunkte von g mit der Schar bilden, also eine 
Involution, deren Hauptpunkte X und Z sind. 

Simon, Geometrie der Ebene. 12 
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Aufgabe 13. Ort der Pole einer festen Polare in 
Bezag anf die Schar. 

[Die Polare sei u, v, w, alsdann ist a^ (a) — X a^ (b) 
= c u etc.] 

Aufgabe 14. Das Doppelverhältnis von irgend 
4 Polaren eines beliebigen Punktes ist nur von den 
4 Kegelschnitten abhängig; 

[Die 4 Kurven seien 6; H; G — A^H; 6 — AgH; dann 
sind ihre Polaren g, h; g — A^ h; g — A^ h, ihr Doppel- 
verhältnis also Aj lÄg.] 

es heifst daher das Doppelverhältnis der 4 Kegel- 
schnitte. 

Aufgabe 15. Das Doppelverhältnis der 4 C* wird 
gegeben durch das ihrer 4 Tangenten in einem der 4 ge- 
meinsamen Punkte. 

Aufgabe 16. Durch Rechnung die Punkte zu 
finden, für welche die Polaren in Bezug auf die 
ganze Schar zusammenfallen. 

[Geometrisch ist ohne weiteres klar, dafs die 3 Schnitt- 
punkte der 3 Paar Gegenseiten des gemeinsamen Vierecks, 
die 3 Doppelpunkte der 3 uneigentlichen Kegel- 
schnitte der Schar, ein Tripeldreieck (Poldreieck) für die 
ganze Schar bilden und die verlangte Eigenschaft besitzen, 
man sieht weiter, dafs es nicht mehr als 3 geben kann, 
welche ein Pol-Dreieck bilden müssen, da es sonst un- 
endlich viele solche Punkte gebe, die Rechnung giebt 

g — X^ h { g — Ak h, also g = A h, dann haben wir S| Oi (a) 
= X»i Oi (b) oder wir haben zur Bestimmung des Punktes s', 
wenn wir den Strich weglassen, das System 

a) Si (a,, — X b,i) + s^ (a^^ — X b^,) + s« (a^« — X \^) = 
Si(ai«— Abi2) + Sj(aa2— Ab„) + Sg(a^8 — ^1>28) = 

Sl (»18 — ^ bis) + 89 (»28 — ^ \z) + »8 (»88 " ^ \z) = ^' 

Das wohlbekannte System, das nur bestimmte Werte 
der Quotienten si : Sk giebt, wenn X so bestimmt wird, dafs, 
falls wir aik — Abik = Cik setzen, der Ausdruck C, der so 
aus c gebildet ist wie die Determ. A aus a, verschwindet. 
Diese Bedingung: 

Cu (C22 Cs3 C23) + • • • = 

giebt für X eine Gleichung dritten Grades und zwar die- 
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selbe, welche die 3 Werte des l bestimmte, für 
welche die C* der Schar uneigentlich wurden (Aufg. 2) 
und die 3 Gleichungen unserer Systeme sind dieselben, 
durch welche der Doppelpunkt, d. h. der Schnittpunkt 
der beiden Geraden des Linienpaares bestimmt wurde. 

Diese Gleichung C = kann zwei oder drei gleiche 
Wurzeln haben, dann fallen zwei oder alle drei Punkte 
zusammen, dann müssen auch zwei oder mehr der gemein- 
samen 4 Punkte zusammenfallen; d. h. die Kegelschnitte 
der Schar berühren sich. 

Aufgabe 17. Wenn sich 2 Kegelschnitte der Schar 
in A berühren (d. h. in A eine gemeinsame Tangente haben), 
so berühren sich alle in A. 

[C^ durch 5 Punkte bestimmt.] 

Gehen wir auf den allgemeinen Fall zurück, wo keine 
Seite des gemeinsamen Vierecks eine Tangente ist, dann 
haben wir ein gemeinsames Poldreieck und wenn dessen 
Seiten x^ = 0, x^ = 0, Xg = sind, so können wir beide 
Gebilde G und H zugleich auf die Form bringen: 

a^ X? 4- a^ X2 + ag X3 == 0; b^ x? -f . . . = 0, 

vgl. Aufgabe 58, § 32, und da es wegen der Äquivalenz von 
Xi und biXi gestattet ist, die Konstanten b in die x mit 
hinein zu beziehen, so sehen wir hier aus der Geometrie, 
dafs das arithmetische Problem, zwei homogene Formen 
2. Grades (3. Variabein) durch eine lineare Substitution 
auf die Form 

2 I 2 I 2 rv 

a^ Xi -f- a^ X2 + ag Xs = 
x?+x?+x| = 

zu bringen, im allgemeinen lösbar ist. Man sieht sofort, 
dafs die Konstanten a nichts anderes sind als die 3 Wurzeln 
der Gleichung C = 0, denn wenn wir die Punkte gemein- 
samer Polaren aufsuchen durch das System a), 

so haben wir 

(a, — A)x, + Ox, + Ox3 = 0, 

etc., woraus 

C = (a,-A)(a,— Ä)(a^— A), 

d. h. also die 3 Gröfsen a sind die Wurzeln der Kubischen 
Gleichung C = 0, welche, da sie die 3 uneigentlichen Kegel- 

12* 



LS.i> VU. l>«^ K^s^bobnittbüschel und die Eegelschnittreihe. 

:«s'>bauttv U^r Sobiur bestimmt, von dem Koordinatensystem 
UAv^bt Hbhto^n kann, eine Liyariante darstellt. 
V>Ur die Schnittpunkte erhalten wir 

9 3 8 

Xi : X3 : Xg = a^ — b^ : ag — b^ : a^^ — a^ 
WOTMS sieh ftlr die Quotienten der Yariabeln, d. h. für 

X Xo 

^ und — vier verschiedene Werte in der That ergeben; 

aafser wenn zwei der a gleich sind. 

Aufgabe 18. Den Ort der Centren der C® der Schar 
8U bestimmen. 

[Die Aufgabe ist eigentlich ein spezieller Fall der Auf- 
gabe 18; weshalb? gehen wir aber zurück auf § 30 Aufgabe 1, 
so erhalten wir auch die Gleichungen cr^ (c) = a^ (c) = 0, 
d. h. (7i (a) — la. (b) = 0; a^ (a) — A a^ (b) = oder nach 
Elimination von A 

ß) : a, (a) a, (b) — a^ (a) er, (b) = 0, 

also: 

Der Ort der Gentren aller Kurven eines Büschels 
ist eine Kurve zweiten Grades M^ 

Aufgabe 19. M^ ist der Ort der Schnittpunkte der 
Polarenscharen aller auf der Unendlich fernen Geraden 
liegenden Pole oder: 

M^ ist der Ort der Schnittpunkte aller zur selben 
Richtung konjugierten Durchmesser, wenn die Richtung 
variabel. 

[Vertauschung der inneren Glieder einer Proportion.] 

Aufgabe 20. M^ geht durch die Schnittpunkte der 
Gegenseiten und durch die Mitten der 6 Seiten des voll- 
kommenen gemeinsamen Vierecks A B G D. 

Beweis ohne Rechnung: Die Eckpunkte des Tripel- 
dreiecks PQR sind die Gentren der 3 Uneigentlichen 
G* : A B . G D etc., die Mitte von AB sei X, zieht man G X 
und DX und verlängert sie über X um sich selbst bis 
G' und D', so entsteht ein Pascalsches Sechseck, weil die 
3 Paar Gegenseiten parallel sind, also liegen die 6 Punkte 
auf einer G^. 

Aufgabe 21. 2. Beweis durch Aufgabe 19 ebenfalls 
ohne Rechnung. 

Aufgabe 22. Das Gentrum des Gentralkegelschnitts 
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ist das Centrnm der mittleren Entfemnngen der Punkte 
A, B, C, D. 

[Da sich in diesem Punkt M die 3 Paar Verbindun^rs- 
linien der 3 Paar Mitten der Gegenseiten sehneiden, so ist 
seine Polare die unendlich ferne Gerade.] 

Aufgabe 23. M^ ändert sich nicht, wenn man die 
Fundamental-Eegelschnitte des Büschels durch homothetische 
ersetzt. 

[agg und bgg . . .] 

Aufgabe 24. Die Sätze in 20 und 22 durch Rechnung 
zu erweisen. 

Bezeichnet man die Geraden, welche A mit B, B mit C, 
C mit D, D mit A verbinden der Reihe nach mit L^j L^g 
Lg^ L^i [^ C mit L^g], so kann man das Büschel auf die 
Form bringen 

Zur Vereinfachung der Gleichung von M* kann man 
Ljj { Sg = 0, Lg^ { Sj = setzen, d. h. als x und y Achse; 

^98 { »28 Si + ^28 Sa + ^2s % = ^ ^^^' mögcu die Normal- 
formen sein. 

Es ist dann a^ (a) = 83; er, (a) = s^ ; o^ (b) = L^^ a^g 

+ L28 »415 ^2 0>) = Kl *>a3 + L28 ^41 und 

MMsaCr.Cb) — s,(r,(b) = 

oder { s^ a^ (b) — s^ a^ (b) = 0, 

d. h. also M^ erfüllt für s^ =0, s^ = 0, also für P, desgl. 
für a^{h) = 0'y a^{b) = 0, d.h. für L^g = 0, L^i = 0; 
desgl. für S3 = 0, a^^ (b) = 0, d. h. für die Mitte von AB; 
desgl. für 81 =0; a^ (b) = 0, d. h. für die Mitte von CD. 
Ordnen wir M*, so erhalten wir: 



2 



y) 2 Si a^g a^i — 2 S2 bgg b 



41 



~r ^1 ^8 (^41 »28 ~r ^28 »41) ^2 ^8 (^41 "23 I ®28 "4l) ^ 

Für das Centrum ist (7^ (M'^) = 0; a^ (M«) = 0, d. h. 

Q 

»1 a«8 «41 + ^ (e« »28 + 0*8 a^i) = 0; s, \g b^^ -|- . . . = 0, 



also M das Centrum des Vierecks A B C D. 
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Aufgabe 25. Es soll bewiesen werden, dafs die 
durch M zu einem Paar Gegenseiten des Vierecks gezogenen 
Parallelen ein Paar konjugierter Diameter bilden. 

[Rein geometrisch oder durch die Bemerkung, dafs die 

Polare von s^ = 0, Sg = | s^ = ist, oder durch die 
Bemerkung, dafs auch das Glied s^ Sg fehlt.] 

Aufgabe 26. Wann wird M^ zur Parabel und welche 
Richtung hat die Achse; wann zur Geraden? 

Aufgabe 27. Wann zerfällt M^? 

Aufgabe 28. Wann wird M® zum Klreis? 

[Wird M^ zum Kreis, so wird er zum Feuerbach für 
jedes aus der Konfiguration A B C D gebildete Dreieck, 
d. h. also jeder vierte Punkt ist der Höhen(schnitt)punkt 
des aus den 3 andern gebildeten Dreiecks, eine Bedingung, 
welche, sobald sie für ein Dreieck erfüllt ist, für die 
andern von selbst erfüllt ist, d. h. also je zwei Gegenseiten 
stehen auf einander senkrecht. Da dann das Koordinaten- 
system in Aufgabe 24 rechtwinklig, so ist die Bedingung 
M- ein Kreis a^g sl^i + b^g b^^ = zugleich die Bedingung, 
dafs L^g und L^^ auf einander senkrecht. Dann ist aber 
auch Lgg L^i die Ausartung einer gleichseitigen Hyperbel 
wie L^2 Lg^ und das ganze Büschel wird zu gleich- 
seitigen Hyperbeln. Da der vierte Punkt durch die drei 
andern völlig bestimmt ist, so haben wir den Satz: 

Aufgabe 29. Die einem Dreieck ABC um- 
schriebenen gleichseitigen Hyperbeln schneiden 
sich im Höhenpunkt des Dreiecks. 

pDen Satz durch Rechnung zu beweisen.] 

Aufgabe 30. Da zu jeder beliebigen Vierecks-Schar 
eine gleichseitige Hyperbel gehört und diese zur Schar des 
jeder Konfiguration von 3 Ecken gehörigen Dreiecks, so gilt 
für die 4 Feuerbachschen Kreise der 4 zum selben Viereck 
gehörigen Dreiecke welcher Satz? 

[Es verdient hervorgehoben zu werden, dafs die Lehre 
von den C^ eine Hauptquelle zur Auffindung elementar- 
geometrischer Sätze ist.] 

Aufgabe 30a. Den Satz in 30 elementar zu beweisen. 

Aufgabe 81. Die Centren aller Hyperbeln, welche 
durch dieselben beiden Punkte gehen und deren Asymptoten 
parallel sind, liegen auf Einer Geraden. 
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Aufgabe 32. Der Ort der Centren aller einem Dreieck 
ABC umschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist der Feuer- 
bach des Dreiecks. 

J^ Aufgabe 83. Eine gleichseitige Hyperbel der einem 
Dreieck umschriebenen Schar ist bestimmt, wenn man auf 
dem Feuerbach ihr Centrum giebt, es sollen die Asymptoten 
gefunden werden 

[ohne Rechnung: 1. man kann die Hauptachsen finden 
als Hauptstrahlen der durch 2 Paar konjugierte Durch- 
messer bestimmte Involution; 2. die Asymptoten gehen 
durch die Mitte und sind den Winkelhalbierenden der ent- 
gegengesetzt kongruenten Büscheln parallel, deren Scheitel 
die Enden irgend eines Durchmessers sind (vgl. Aufg. 57 § 32). 

Aufgabe 33a. Wie 33, aber Rechnung; die Koordi- 
naten wie in Aufgabe 24 und wenn wir Achsenlinien- 
koordinaten wählen, haben wir für den Feuerbach die 
Gleichung 

, . , (c 4- d) , (b + d) _ 

für die Hyperbel 

x2 — y2_2aj,xy — x(b — d) — y(a — c) = 
und bestimmen die allein Veränderliche a^^ dadurch, dafs 

die Hyperbel, wenn ihre Mitte M { u, v auch durch 2 u, 2 v 
hindurchgehen mufs. 

Ist das Dreieck rechtwinklig, so versagt die Achsen- 
form, wir haben dann 

(y — xt) (y — xt' — a) — ixy = und r t' -f- 1 = 0, 

wo y — X T = die Gleichung der Höhe ist und (y — x t' — a) 
die der Hypotenuse, also: 

Aufgabe 34. Ist einem rechtwinkligen Dreieck eine 
gleichseitige Hyperbel umschrieben, so ist die Höhe Tangente 
der Kurve. 

Aufgabe 35. Die Bedingung anzugeben, unter der 
die Parabeln eines Büschels reell sind. 

Aufgabe 36. Wenn das Büschel nur eine gleich- 
seitige Hyperbel enthält, kann das Büschel auf die Form 

xy — iLi2L84 = 0{Li5jLg^ — Axy = 

gebracht werden, l soll so bestimmt werden, dafs dies 
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Individaum seine ^ Hauptachsen den Koordinatenachsen^ 
d. h. den Asymptoten der Hyperbel, parallel hat. 

[X = a^a bg^ + bi2 ag^, d. h. X = ?]. 

Aufgabe 37. Welche Form nimmt die Gleichung 
des Büschels an, wenn man die gleichseitige Hyperbel und 
diesen Kegelschnitt zu Grunde legt, und die Asymptoten zu 
Achsen wählt? 

Aufgabe 38. Wenn 3 Kegelschnitte durch dieselben 
beiden Punkte A und B gehen, so schneiden sich die 3 ge- 
meinsamen Sehnen, welche keinen dieser Punkte enthalten, 
in Einem Punkte. 

Aufgabe 39. Die Gleichung des Büschels, wenn 
zwei der vier Punkte zusammenfallen, d. h. die Kurven 
in A eine gegebene Gerade g berühren und durch C und D 
gehen. 

Wenn eine Kurve C^ des Büschels gegeben, so kann 
das Btlschel die Form annehmen C* — kg L,^ = 0, wo g 
eine Tangente von C®. 

Aufgabe 40. Ist g = eine Tangente an eine 
Kurve C^, so hat das Btlschel 

welche Eigenschaft? 



§ 34. Die Kegelschnittsreihe. 

Die Kegelschnittreihe ist das duale Gebilde zum Büschel 
und wenn die s des vorigen Paragraphen statt Punkte 
Gerade bedeuten, so brauchte man nur die Sätze desselben 
zu übertragen. 

Aufgabe 1. Deünition der Beihe 

wo hervorzuheben, dafs die Koordinaten a eine Gerade be- 
stimmen als Polare eines Pols s in B^zug auf einen beliebigen, 
aber festen Kegelschnitt C; eine fünfte Tangente fixiert X. 
Aufgabe 2. Wenn für G der auf senkrechte homogene 
Hessesche Koordinaten bezogene Kreis x^ -|" 7* — r^ z^ = 
gewählt wird, die Gleichung des polaren Büschels auf- 
zustellen. 
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Aufgabe 2 a. Sowie 42, als Polarisator der imaginäre 
Kreis 

x^ + y2 + z« = 0. 

Aufgabe 3. Wieviel Punktepaare sind in der Reihe? 

Vgl. Aufgabe 2 § 33, die gemeinsamen Tangenten von r 
und 6 seien 1, 2, 3, 4, dann sind die Paare (1 2) und 

(3 4); (13), (2 4); (14); (23)... 

Aufgabe 4. Sind 7t {o) und x(a) irgend 2 Glieder 

der Beihe, so ist die Reihe auch \fc(a) — jit x (a) = 0. 
Aufgabe 1. § 33. 

Aufgabe 5. Wieviel Parabeln sind in der Reihe? 

Eine, es mufs die unendlich ferne Gerade Tangente an 
die Kurve sein, sie ist die Polare des Gentrums des 
Polarisators, für sie ist daher a^ = 0, ö^ = 0, also die 
Bedingung ofgg — A /Jgg = 0, dadurch ist der Satz, dafs die 
Parabel durch 4 ihrer Tangenten bestimmt ist, noch einmal 
bewiesen. Man löse die Aufgabe dadurch, dafs man die 
Koordinaten des Centrums von /r (a) = 2'(aiis — X ß\^ Oi o^ 
= i^yik cTi (Tk aufsucht und . . . Wann enthält die Reihe nur 
Parabeln ? 

Aufgabe 6. Wieviel gleichseitige Hyperbeln sind in 
der Reihe? 

Die Bedingung, dafs eine C^ in Tangential- oder Linien- 
Koordinaten eine Hyperbel darstellt, erhält man, wenn man 
zu seiner Gleichung in Punkikoordinaten übergeht. 

Ist C^ = 2:yiYOi (Jk, so erhalten wir (vgl. § 27) für den 
Berührungspunkt 

ii = ^1 ^1 + ^la <^9 + yi8 ^8 etc. 
und 

C jJ^cik&lk, 
wo 

also ist, wenn wir rechtwinklige Punktkoordinaten zu Grunde 
legen, die Bedingung c^^ + Cgg =0 und giebt somit für X 
eine Gleichung zweiten Grades, es sind somit im allgemeinen 
2 gleichseitige Hyperbeln in der Reihe. 

Aufgabe 7. Das Centrum und die Asymptoten einer 
C* der Reihe zu bestimmen. 
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Der Pol jeder Geraden, welche durch das Centmm Ton 

C^l^SifcdiOk geht in Bezog auf C als Polarisator liegt 
im Unendlichen, d. h. ^ ist ffir sie = 0, also 

ist die Gleichung von M in Linienkoordinaten nnd /,,, /^st /ss 
sind seine Pnnkftoordinaten (Aufgabe 5). Zu demselben 
Resultat gelangt man, wenn man C in Punktkoordioaten 
aosdrttckt und dann a^ = a^ = setzt 

Die Asymptoten sind die Tangenten an die Eur^e vom 
Centmm ausgezogen (vgl. Seite 148), also gelten für ihre a 
die Gleichung der Kurve und des Punktes M, dies giebt f ttr 
den Kichtungsfaktor a^:a^=T die Gleichung: 

2) c„T« — 2ci, T+c,i = 0; C2jT = Ci, + V— y,gd, 

wo d die Determinante der C* bezeichnet ; ist y^^ = 0, so 
finden wir die Parabel wieder, sind die Koordinaten recht- 
winklig, so ist die Bedingung für die gleichseitige Hyperbel 
£ii + ^29 = 0- ^® Parabel trennt cUe Ellipsen Ton den 
üyperbeln der Reihe. 

Aufgabe 8. Einen gegebenen Kegelschnitt in Bezug 
auf einen centralen Kegelschnitt als Polarisator in eine 
Parabel zu polarisieren. Ist i^aikSiSk gegeben, so ist 
(vgl. § 27) sein polarer in Bezug auf den Kegelschnitt 

C* = l^Cik Si Sk ! i^aik Oi ak|D, wo «Ji = Ci, Sj + Ci, 83 + c^Sg. 
Nimmt man als Achsen die Hauptachsen von G^ so ist Cik< 

wenn k^i gleich und somit (ji= Ci i Si, also D {ai k Ci i Ck k Si Sk- 

Die Asymptoten liefert der quadratische Teil a^^ cIi Si 

-f- 2 a^j Cjj C22 Sj Sg + CI2 ffjj s^. Damit sie zusanmienfallen 

mufs a?2 — öjj a,, == sein oder a^g R = und, wenn der 
gegebene Kegelschnitt eigentlich, a^^ =r 0, d. h. das Gentrum 
des Polarisators auf der gegebenen Kurve. 

Aufgabe 9. Das Resultat von 8 ohne Rechnung 
nachzuweisen, und auf Ellipse und Hyperbel zu erweitem. 

Aufgabe 10. Polarer Satz von Desargues: Die Kegel- 
schnittreihe wird von jedem Punkt in Strahlen einer 
Involution geschnitten vgl. § 33 Aufgabe 6. Sei der 

Punkt P {ccj cjj -f- • • • lind eliminiert man eine der Yariabeln 
z. B. a^ etc. wie A. 6 § 33, aber man braucht die 
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Rechnung gar nicht, da die a ihrer ursprünglichen Be- 
deutung nach Polaren in Bezug auf die feste Kurve G, so 
entspricht der Reihe polar ein Büschel und vice versa. 
Die Reihe ist die Polare des Büschels, der Geraden des 
Büschels entspricht ein Punkt, den Schnittpunkten in Auf- 
gabe 6 § 33 die Tangenten, und somit ist der Satz durch 
Polarisation oder Reciprocität vde s. Z. durch die Dualität 
unmittelbar gegeben. 

Aufgabe 11. Durch Rechnung zu zeigen, dafs es in 
der Reihe generaliter zwei Individuen giebt, welche durch 

einen gegebenen Punkt P gehen [P { li c^i + • • • vgl. 
Aufgabe 7 § 33]. Die Tangenten in P an diese beiden Kegel- 
schnitte sind die Haupstrahlen der Involution in Aufgabe 10. 

Aufgabe IIa. Durch Polarisation 11 abzuleiten. 

Aufgabe 12. Der Ort der Pole einer festen Gerade 
in Bezug auf die Reihe ist eine Gerade. 

Rechnung wie in Aufgabe 18 § 33 oder Polarisation: 
Im polaren Büschel entspricht der festen Geraden ein Punkt, 
den Polen der Reihe die Polaren des Büschels, sie schneiden 
sich in einem Punkt, also liegen ihre Pole auf einer Geraden. 

Aufgabe 13. Weshalb hat Aufgabe 19 § 33 kein 
Analogon. 

[Weil wir zwar unendlich viele unendlich ferne Punkte 
aber nur eine unendlich ferne Gerade denken.] 

Aufgabe 14. Die Aufgaben 10 bis 17 § 33 incl. zu 
übertragen. 

Aufgabe 15. Den Ort der Centren der Reihe zu 
bestimmen. 

Die Centren sind die Pole der festen unendlich fernen 
Geraden, oder 

M { yi8 0^1 + • • • {(«18 — ^ Äs) <^i • • • 

d. h. aber M auf der Geraden, welche die Punkte 
«18 «98 «88 ™d /?i8 i?28 Asj *. h. dlc Ccutren der ge- 
gebenen Kegelschnitte verbindet. Damit ist zugleich 
der Satz bewiesen: Die Centren der 3 Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits liegen auf Einer Geraden: Centralen. 

Aufgabe 16. Die 5 Centralen der 5 in einem 
Komplex von 5 Geraden enthaltenen (vollständigen) 
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Yierseite schneiden sich in Einem Punkt [vgl. Auf- 
gabe 15 Schlufs und die Bemerkung zu Aufgabe 30 § 33]. 

Aufgabe 17. Die Pole von 2 Geraden in Bezug auf 
die Reihe bilden zwei projektive Punktreihen. 

Aufgabe 17 a. Polare Satz zu Angabe 17. 

Aufgabe 18. Die Direktor-Kjreise einer Reihe bilden 
ein Kreisbüschel, vgl. Seite 152. 

Aufgabe 19. Die Gleichung des Systems läXst sich 
auf die Form bringen 



P P 



-K-^-^). 



WO der Faktor von l die Lineargleichung der Parabel der 
Reihe ist, (fttr welche Koordinatenachsen?) es soll die 
Kurve der Reihe bestimmt werden, deren Hauptachsen der 
Achse und der Scheiteltangente der Parabel parallel sind. 

Aufgabe 20. Wenn das gemeinsame Tripel PQR 

E Figur 39 gegeben, so ist eine der ge- 
meinsamen Tangenten willkttrlich, z. B. 
AB: Sind die Gleichungen von PQ=r, 
Q R = p, R P = q, die von A B auf 
die Form gebracht ap-|-bq-j-cr = 
und bezeichnet man a p mit er, b q mit 
<l ßj QT mit y, so soll bewiesen werden, 
dafs die Punktgleichung der Reihe auf 
die Form 

gebracht werden kann. 

[AB |ap + bq + cr; BD { q; 
BQjap-f-cr BC{ap — bq-|-cr 

(als 4. harmonische zu A B konjugiert) 
Pig. 89. ebenso 

AD{ap-|-bq — er; CDJbq + cr — ap; 




wo 



«i= — 1; ßi= — U yi = 0; 

C{1,1,0; B{1,0,-1; D{-1,0,-1; { 1, 0, l.| 
Lineargleichung : A . C — A B . D. 
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Probe für: a = ß-\-y, d.h. CD geht f) ttber in das 
Quadrat von: (^/^ + y). 

Aufgabe 21. Die Berührungspunkte auf den gemein- 
samen Tangenten zu bestimmen. 

Aufgabe 22. Wenn a jx und /?{y die Parabel der 
Beihe zu bestimmen. 

Wenn u und v die Achsenkoordinaten von y sind, 
so ist 

u^--l 
^- v^~u«- 



§ 35. Brennpunkt und Leitlinie. 

Wir sahen, dafs der Ort der Punkte, für die das Ver- 
hältnis der Abstände von einem festen Punkt F und einer 
festen Gerade L, absolut genommen, konstant und gleich e 
ist, eine Kurve C^ war ; war e = 1, so war die C® eine 
Parabel, war e >> 1, so war sie eine Hyperbel, war e < l, 
so war sie eine Ellipse. 

Wir wollen nun zeigen, dafs jede C^ als eine solche 
Ortskurve angesehen werden kann. Das Koordinatensystem 
werde rechtwinklig vorausgesetzt, dann ist zu zeigen, dafs 
6(s) bezw. 6(xy) identifiziert werden kann mit 

Ar(x-a)^ + (y-br--^^(UoX + Voy-n"| 

L Ho + Vo J 

= iF(xy). 

Der Punkt a|b heifst Focus oder Brennpunkt, die 

Gerade L{u^x-j-v^y — 1 die zugehörige Leit-Linie 
(Direktrix). Die Zahl e heifst die numerische 
Excentricität. 

Wir haben wenn e* : uj -j- vj = p gesetzt wird und 



2 



1— puo = A*ai^; 1— pvS = A*aa3; ^i= — V^o'^o^i 
— a + pUo = A*ai8;— b-fpVo = ^a,3;a2 + b« — p = iua83. 

Es ergiebt sich sofort 

1) (^ — All) {l — a^a) = a?2, 
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oder 

d. i. die Haaptaehsengleiehang vgl Gleichimg 16 S. 143. 

2) e* = 2 — M (a,i + a^,) = 1 — fi* o,„ 

also : Wenn die Karre eine Parabel, so ist e = 1, ist sie 
Hyperbel, so ist e > 1, ist sie Ellipse, so ist e <[ 1, für 
die gleichseitige Hyperbel ist e* = 2; für den Kreis 
ist e = 0; 

3) °o ^ ^^t ^ O^—f^^i) 

Setzt man ü^ = Tajgji4; Vo = — ""^(l — /* ^«)> ^ ^'^ 
4)p-i=TMl — Ma^,); ii5 + vS = e*T«{l — a,,/i). 
5) a = pu^ — /ia^,; b = pVo — A'»*«- 

+ a»« a*8 /* — a^s) — (©* — !) = 0. 
Die Gleichnng 1) ist quadratiscli, sie liefert daher 
2 Konstanten A, k^ nnd A^ anfser für den Kreis nnd die 
Parabel, für die a„ = 0, da der Wert A = hier sinnlos 
ist; die Gleichnng 6) liefert 2 Werte fttr t, für die Parabel 
ist die eine Wurzel t = 0, d. 1l n^ = 0, v^, = 0, d. h. die 

eine Leitlinie rttckt ins Unendliche, da p proportional —^ 

* 

so rückt der zagehörige Brennpunkt ins Unendliche. 

Die Parabel hat im Endlichen nur einen 
Brennpunkt 

Fttr den Kreis reduziert sich die Hauptachsengleichung 
auf (i — aji) = 0; die Leitlinie verschwindet im Unendlichen, 
die Brennpunkte fallen im Centmm zusammen, p müssen 
wir als endlich ansehen, und gleich — r^ setzen. 

Aufgabe 1. Die centralen Kegelschnitte haben 
4 Brennpunkte und 4 Leitlinien. 

Aufgabe 2. Die zur selben Wurzel der Haupt- 
achsengL gehörigen Leitlinien sind parallel. 

[^ unabhängig von ,J. 

Aufgabe 3. Die Verbindungslinie eines zur 
selben Wurzel X gehörigen Paares von Brenn- 



§ 35. Brennpunkt und Leitlinie. • 191 

punkten, steht aaf den zugehörigen Leitlinien 
senkrecht. 



Lb,-b/- Vo J 



Aufgabe 4. Zwei zu verschiedenen Wurzeln 
gehörige Leitlinien stehen auf einander senk- 
recht. 



[ 



^0 V ^1 — »11 (^1 — aii) (^1 — a^a) 



Ä12 8-12 1 I 



^1 K — (^1 + ^) ^a + ^2 ~ *i2 

Aufgabe 5. Zu beweisen: Von den beiden 
Paaren Brennpunkten und Leitlinien ist nur 
eins reell. 

Zur Vereinfachung der Rechnung denken wir uns den 
Eoordinatenanfang nach dem Mittelpunkt verschoben, so 
verschwinden a^^ und a^g und 6) geht über in 6 a) 

6a) t2(1 — iwaaj)a88Ai = e2— 1= — lU^agg 

oder 



6b) T 



2 . A* ^88 



(1 H' »92) *88 

also 

/ 2 

^2 ^'2 _ ^^ ^8« 

(1 — ft a^j) (1 — iw' a„) ass 
t't'' = -^- "^ = ?|S~ etc. 

»33 (1 . . .) (1 • • •) »12 »38 

Aufgabe 6. Die Verschiebung von nach dem 
Centrum rechnerisch durchzuführen ; wenn ofgg ^ 0. 

G(s) = a^i Si + . . . 2 a^g s^ Sg + 2 a^g s^ Sg + agg sj, 
setzen wir den neuen Anfangspunkt M { 1 17 ^, so erhalten 
wir wenn ajg und aas = werden sollen, die Gleichungen 

a,(M) = 0; a,(M) = 0, 

d. h. der neue Anfangspunkt ist das Gentrum, das ins 
Unendliche rückt, wenn agg = 0, was hier durch die Vor- 
aussetzung ausgeschlossen ist. 
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Aafgabe 7. Brennpunkt und Leitlinie sind 
Pol und Polare. 

Bringt man G (s) in die Fonn F (x y) bezw. F (s), wo 

F = (x — a)« + (y-br — p(UoX + Voy— m 

so ist die Polare des Pol P { § ^ : 

(X — a)(§ — a) + (y — b)(§ — b) — pKx 
+ Voy— l)K§ + Voij — 1). 

Aufgabe 8. Die Linie, welche ein Paar 
zusammengehöriger Brennpunkte verbindet, 
geht durch das Genti;um. 

[Für das Centrum als Anfangspunkt ergiebt sich das 
ohne weiteres, aber allgemein ist die Rechnung durch- 
zuführen; es ist nur zu zeigen, dafs 



i^a,, + "^« 



^ = 3l = ühl. ist oder 






«88 



f^ ^8 «88 +«18 ^ f^^»«g8 

A* a»8 «88 + «28 A* ^« «28 " «28 

^ /^(ai8 «88+^2 «28) + «18 
i" (^88 «88 + a«2 «28) 

_ -^^11 «18 + «18 _ 1-^^11 nach Gl. 3)1 

— i" »12 «18 > »12 J 

Aufgabe 9. Das Centrum liegt zwischen zwei zu- 
sammengehörigen Brennpunkten in der Mitte. 

[Wählt man das Centrum zum Ursprung, so geht 6) 
über in t^ (1 — fi a,,) agg + i^ «88 = 0, d. h. die p sind für 
beide Punkte gleich und die r entgegengesetzt.] 

Aufgabe 10. Die Tangenten von einem 
Brennpunkt gehen durch die imaginären Kreis- 
punkte im Unendlichen. 

Aus der Form F (x y) = (x — a — i (y — b)) (x — a 

-|- i (y — b)) — P (\ x^ + ^0 y — 1^) ^^^S^ ^^^ weiteres 
(vgl. Gleichung 26 a 8.150), dafs (x — a — i(y — b)) und 
(x — a-f-i(y — b)) Tangenten an die Kurve sind; ihr 
Bichtungsfaktor ist + i bezw. fallen sie im Unendlichen mit 
X — y i und x -j- y i zusammen. 
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Die 4 Brennpunkte können also auch de- 
finiert werden als die 4 Punkte, in denen sich 
die 4 Tangenten von den beiden Kreispunkten 
an die Kurve schneiden. (Plücker.) 

Aufgabe 11. Man kann auch sagen: Die Brenn- 
punkte sind die Centren von Kreisen mit dem Radius 0, 
welche den Kegelschnitt zweimal berühren. Beweis? Die 
Oerade, welche die beiden Berührungspunkte verbindet? 

Aufgabe 12. Die den Brennpunkt definierende Eigen- 
schaft; im Anfang des Paragraphen kann auch geändert 
werden in: 

Der Brennpunkt ist ein Punkt, dessen Entfernung von 
jedem Punkt der Kurve lineare Funktion des Ortes ist. 

Aufgabe 13. Die Gleichungen 1) bis 6) für die 
Parabel in der Hauptform y^ — 2 p x = zu untersuchen. 

[6) verschwindet identisch, man mufs statt t einführen 
^ und setzen u^ = — ^ (1 — ^ a^^); v^ = ^ a^g ; es ver- 
tauschen sich in 6) die Marken 1 und 2; da fi = 1 und 

a.« etc. verschwinden, so wird d' = . 1 

Aufgabe 14. In der Parabel liegt der 
Brennpunkt auf der Achse und hat vom Null- 
punkt der Hauptform, dem Scheitel, die Ent- 
fernung -^. 

Aufgabe 15. Das Gleichungssystem 1) bis 6) für den 
Kreis (e = 0) zu untersuchen. 

[p = — r^, da A = a^i -j- sl^^ etc. ; man vereinfacht die 
Rechnung, indem man das Centrum zum Ursprung wählt, 
wodurch 6) übergeht in p- 1 agg -|- 1 = 0, also die 4 Brenn- 
punkte fallen in das Centrum, die Leitlinie rückt ins Un- 
endliche.] 

Aufgabe 16. Die duale Form von F (x | y) auf- 
zustellen. 

Sei P Q eine Sehne (Fig. 40), welche die Leitlinie L 
in S schneidet, so müssen PF und PQ antiparallel sein 
in Bezug auf S F, d. h. wenn Q E || P F, so ist P Q E 
gleichschenklig, also wenn P F senkrecht S F, so ist S P 
die Tangente und umgekehrt, also: 

Der Brennstrahl nach dem Berührungs- 

Simon, Geometrie der Ebene. 13 
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pankt derTangente steht aaf dem Brennstrahl 
naeh dem Leitlinienpankt der Tangente senk- 
recht oder: 

Konjugierte Gerade dnrch den Brennpunkt 
stehen aufeinander senkrecht 

Dieser Satz kann zur Definition der Brennpunkte dienen. 
Ans ihm folgt sofort: 

Die Tangente t teilt die Winkel zwisehen 
der Leitlinie L und dem Brennstrahl nach dem 




Flg. 40. 

Leitlinienpunkt der Tangente im konstanten 
Teilungsyerhältnis + e. 

gmMt,SF = ||!; FD'= (°^ + ^^-^)\ wenn t{u|y, 

^n xr TT 

sin* (L 1 1) = sin* w ^ 



_ »Jn* w _ ("o V — Vq U)' _ ^ 



(uj + V?) (u» + v*) (u* + v*) e 



2 



U 



SF« = (|-a)* + (,-b)S wo S{|,,{I-^, 

also die duale Form: 

d) (v — vo — a ly + (uo — n — b i)« 
= (na + vb — l)«p-". 

Aufgabe 17. Gleichung d) durch Rechnung aufeustellen. 
[Entweder durch Aufstellung der Form a^^ o? -f- . . . oder 
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bequemer dadurch, dafs man die Schnitte der Kurve 

C{F(xy) mit der Gerade g{u|v aufstellt, und dann die 
Bedingung aufstellt, dafs die resultierende Gleichung, z. B. 
in x: x^p4-2ax--|-'^ = 0, ein Quadrat sei a^ — ^ t = 0; 



wo Q 



e^ sin^ w — 1 



(vlI+yI) (u^ + v^) 

Aufgabe 18. Die Winkel, welche die Asymp- 
totenrichtungen mit der Leitlinie bilden, werden 
bestimmt durch die Gleichung 

Sin w = H . 

— e 

Der Asymptotenwinkel wird durch die Parallele 
zur Leitlinie halbiert. 

Aufgabe 19. Wenn L und F gegeben sind und ein 
Kurvenpunkt P in P die Tangente an die C^ zu konstruieren. 

[Satz in Aufgabe 16; die Konstruktion gilt ftlr alle 
C^ incl. Kreis.] 

Aufgabe 20. Die beiden Tangenten von einem Punkt S 
der Leitlinie, diese selbst und der Brennstrahl nach S bilden 
ein harmonisches Büschel. 

Aufgabe 21. Der Schnittpunkt zweier Tangenten 
hat von den Leitlinienstrahlen gleichen Abstand. 

[Fig. 40, QE = eBQ; Q'E' = eBQ', fttr den Schnitt 
ist BQ'^BQ, also QE = QE'.] 

Aufgabe 22. Der Brennstrahl nach dem Schnittpunkt 




Fip. 41. 



13* 
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zweier Tangenten halbiert den Winkel zwischen den Brenn- 
strahlen nach den Berührungspunkten. 

[Fig. 41. S F nalbiert S, F S^ und damit, da S^ F P^ 
und Sg FPg rechte Winkel sind, auch Pi FP^.] 

Aufgabe 22 a. Der Schnittpunkt zweier Tan- 
genten hat von den Brennstrahlen nach den Be- 
riLhrungspunkten gleichen Abstand. 

Aufgabe 23. Die Gleichung der Tangente im Punkte 
P der C^ ohne Rechnung abzuleiten, wenn C^ } F (x y). 

[Es ist PF.QF cos FFQ (Fig. 40) =ePA.QE 
= e2PA.QB; Plx^ly^ also: (x, — a) (x — a) + (y, — b) 



e 



(y — *>) = 2 , 2 (^1 "o + 71 Vo — 1) (xuo +y Vo — 1).] 

Uo + Vo 

Aufgabe 24. Die Gleichung der C^ aufzustellen, wenn 
die Leitlinie die Ordinatenachse ist und die Abscissenachse 
durch den zugehörigen Brennpunkt geht: 

3) (x — a)2 + y2 = e«x^ 

Für die Ordinate durch F { a, ergiebt sich y = + ea 
= + p, diese Gröfse p die halbe zur L parallele Sehne 
durch den Brennpunkt heifst Parameter der C^ 

Aufgabe 25. Der Parameter ist für zwei zur selben 
Wurzel l gehörige Brennpunkte gleich. 

[Man wähle das Centrum zum 0-Punkt.] 

Aufgabe 26. Die Polargleichung der C^ aufzustellen, 
wenn ein Brennpunkt Pol und seine Leitlinie senkrecht auf 
der Polarachse. 

[Positive Richtung von L nach F, Resultat: 



^) ^ = i Ö.-1 

^ 1 — e cos ^ J 



Die Formen 3) und 4) sind dadurch ausgezeichnet, dafs 
sie für alle C* gelten, an 4) hat Kepler erkannt, dafs die 
Bahn des Mars ein Kegelschnitt. 

Aufgabe 27. Milinowskis Polarisation des 
Kreises in einem Kegelschnitt. 

Es soll die folgende Konstruktion des Kegelschnitts 
aus dem Kreise bewiesen werden. 

[Sei Fig. 42 Bereis um F gegeben und zwei parallele 
Gerade L und f im Abstände 1 und d von F. Man zieht 
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durch einen beliebigen Punkt P des Kreises eine Gerade, 
welche f in A und L in B schneidet, dann verbinde man 
B mit F und ziehe durch A zu B F die Parallele, welche 
P F in P' schneidet, so durchläuft P' eine C^, wenn P den 
Kreis durchläuft. 



L f 



Fig. 42. 

[FP = r, FP'=:V;^:r = AB:BP = l — d:l — r 
cos (p\ 1 — d = d', also 

rd' p rd' r 
— ^ , wo p = -=-, e = - 



1 



1 



^ 1 — r cos qp 1 — e cos g? 
L ist Leitlinie, F Brennpunkt.] 

Aufgabe 28. Wann ist die C^ Parabel, wann Ellipse, 
wann Hyperbel? 

Wenn r = p, so hat man hier Milinowskis Polari- 
sation der C* aus dem Kreis um F mit dem Parameter, 
den Parameterkreis, beide sind spezielle Fälle von 
Lahire's, des „Steiners des 17. Jahrhunderts^ Konstruktion, 
der ersten Transformation der C® aus dem Kreis, welche 
auch Newtons Konstruktion als Spezialfall umschliefst. 

Aufgabe 29. La Hires Konstruktion zu beweisen. 
Die Konstruktion (Fig. 48) : Es sind zwei feste Geraden, 
die Leitlinie L und die „Formatrix" F gegeben, und ein 
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fester Punkt P als Pol, and ein fester Sjreis am 0. Man 
zieht eine Sekante dorch den Kreis, welche den Kreis in M, 
die Linie F in F and die Linie L in L schneidet, zieht L P 




Fig. 48. 



ond dorch F za LP die Parallele, welche PM in M' schneidet, 
dorchläaft M den Kreis, so beschreibt M' eine G^. [(xegen- 
seitig eindentige Zaordnnng. Lehmann, Progr. Leipzig 1888.] 



§ 36. Die Transformation anf die Hauptachsen. 

Um die Konstanten der Grleichongen 1) bis 6) des vorigen 
Paragraphen, durch die der gegebene G^ bequem aus- 
zudrücken, transformieren wir die gegebene Gleichung 
G (s) = auf die Hauptachsen. Sei zunächst a,, ^ 0, die 
G* eine centrale Kurve. 

Wir verlegen die Koordinaten zunächst parallel ins 



Gentrum M!a 



<"l8J ^8S> ^88) 



und setzen also: 



88 ^8> 



»1=^1 «88+^18^8; 8« =^2 a88 + «Mr8; h = ^ a^s + «; 

so ist G(s) = aLG(rir,0) + 2r3a33P(r,M) + r^G(M) = 
P (r M) reduziert sich auf 0, da a^ (M) = 0, a^ (M) = vgl S. 137 



und cFg (M) = 0; G (M) auf a^^ a^ (M) und cTg M = a^g a 



8 ^88 



= A also G (M) = ffgg A, somit 



^18 



G (s) { a,, x« + 2 a,g xy + a^, y^ + 



= 0. 



a 



88 



§ 36. Die Transformation anf die Hauptachsen. 199 

Wir drehen jetzt das Koordinatensystem so, dafs die 
neuen Achsen rechtwinklig werden und das Produkt xy 
verschwindet, so sind die so bestimmten Achsen die Haupt- 
achsen (vgl. Seite 142). 

Wir haben vgl. Seite 36 Gleichung 7. 

X sin w = x' sin (w — er) — y' cos /?, 
y sin w = x' sin er -f- y' cos a, 

wo w der Winkel der ursprünglichen Achsen und a der 
Winkel zwischen -f- x und -|- x' und ß = w — a. Wir 
erhalten, wenn wir die Striche unterdrücken: 

x^ (a^^ sin^ /!? -f- 2 a^ sin a sin /? -f" ^2 ^^^ ^) 

+ y^ (a^i cos^ ß — 2 a^j cos a cos /? -f- a^, cos* a) 

-j- 2 X y [ — a^^ sin /J cos ß -j- »la (sü^ ß Gosa — sin a cos ß) 

-j- a^g sin a cos ä]. 

Der KoefSzient von x y sei P, er bestimmt durch sein 
Verschwinden a. Nennen wir den Koefficienten von x* : A^ 
und den von y* : ig, so ist 

a) Aj -f A3 = a^i + a^j — 2 a^, cos w 

und mit Benutzung von P = 0, indem wir P* = sub- 
trahieren 

b) A^ Ag = sin* w «83, 

d. h. also Aj und X^ sind die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

c) A* — X (a^i + ^2 — 2 ai2 cos w) -f- sin* w «gg = 0. 

Diese Gleichung geht, wenn w = 90, in die von uns als 
Hauptachsengleichung wiederholt benutzte Gleichung über 

d) A* — A (a^, + «23) + «38 = 0. 

Der Winkel a bestimmt sich aus P = durch 
, ^ a, 1 sin 2 w — 2 a.« sin w 

e) tg 2 a = ^r-^^ : ^ j 

^ ° — 2 aj2 cos w + a^j cos 2 w + ^i 

2 sin w (a^j cos w — a^^) 



3,^^ cos 2 w -j- 022 — *^ ^12 ^^s ^ ' 
welche, wenn w = 90^ übergeht (vgl. S. 142 Gleichung 15) in 

e') tg2a= ^^^* 



a^i a, 



22 
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Wenn die C^ numerisch gegeben, ist es im allgemeinen 
vorteilhafter, falls w nicht von vom herein 90^, erst so zu 
transformieren, dafs man eine Achse, z. B. die x Achse läfst 
und die neue y Achse senkrecht dreht, also durch die 
Gleichungen x = x' sin w — y ' cos w ; y = y ', denn da G (x y) 
homogen kann man den Faktor (sin w) ~ ' weglassen ; nach 
der T^ransformation auf die Hauptachsen haben wir 

f) G(8) = A,x« + A,y« + -?i5^^5^ = 0. 

Die Gleichung e bezw. e' giebt 4 Winkel fttr a, aber 
man überzeugt sich leicht, dafs das Achsensystem dasselbe 
bleibt, welchen man auch wählt, und sich nur die Koordinaten- 
achsen unter sich oder auch die Richtungen vertauschen. 
Ebenso sind Aj und l^ unter sich vertauschbar, wodurch 
aber auch nur die Achsen untereinander vertauscht werden* 
Wir können festsetzen: a zwischen und 180® und wenn 
«88 > : Aj^ < ^2 ; wenn ofgs < ^j ^l^o A, und l^ von ent- 
gegengesetzten Zeichen : A^ > 0. 

Aufgabe 1. Die Hauptachsen und den Winkel a für 
das Centrum für w = 90® und y^ — 2xy — x^ — y + ^ 
-|- 1 = festzustellen. 

[Da a^i + »22 = 80?, a^g = 0, «^g : «gg = y; 

2a = 45®. 

Die Gleichungen der beiden Achsen sind in Bezug auf 
das alte System 

y+(l-/2)x = i-; y + (l+/2)x = i-. 
Aufgabe 2. x^ + xy + -i-y^ + 6x + y + 13 = 0, 

wenn w = 90, Kurve, da ofgg = -j- also > 0, zum Ellipsen- 
geschlecht. 

Hauptachsengleichung X^ — ll^b -\- — = 0] tg2o = 2^ 

aber A? 

Sei jetzt agg = 0, d. h. die C^ vom Parabelgeschlecht. 
Wenn a^g und a^g beide 0, so reduziert sich die Kurve 
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auf zwei parallele Gerade (welche zusammenfallen, wenn ?). 
wir nehmen an es sei ctjg^^O. Wir führen zuerst die 
Drehung aus, welche ajg beseitigt und erhalten dasselbe 
Formelsystem a) bis e') nur dafs a^^ = 0, wir setzen A^ = ; 
Ag = A = a^^ -(- a^g — 2 aj2 cos w, und fügen noch hinzu : 

a,,8iD2w-2a sinw 

^ ° ao2 COS 2 w -j- a, , — 2 a^^^ cos w 

Es ist dann C^ { A y^ 4" 2 a^g' x-\-2 agg' y + agg sin^ w ; 
wo 

ajg' = sin w (a^g sin /!? -f- agg sin a); 

agg ' = sin w — (a^g cos ß-{- sl^» cos a). 

Durch die Festsetzung über den Winkel 2 a sind a und 
ß eindeutig bestimmt, und daher auch a,g' und a^g'; wir 
verschieben nun zuerst die y Achse parallel, dann die x Achse, 
indem wir setzen 

y^'?-^' ^=?-/', wo ,«=^««i-p^ 

und erhalten 

g) Ay^ + 2a,g'x = 0. 

Die Berechnung von a bezw. ß kann aber für die 
Parabel wesentlich vereinfacht werden, indem man direkt 
aus P =: den Richtungsfaktor t der neuen x Achse (bezw. 
y Achse) ermittelt, es ist 

a,jCOS/!:? — a^gCosa 

agg cos a — a^2 cos ß 

und mit a22 erweitert unter Benutzung von ofgg = sofort 

a^a 

Der Richtungsfaktor der Hauptachse der 
Parabel ist also vom Koordinatensystem ganz 
unabhängig, (die Achse ist ja zugleich Asymptote) 

a^g' ergiebt sich leicht, wenn man sina = — Ca^g; 

sin /J = ^ a^j setzt und bedenkt, dafs sin // = sin (w a), man 

. • ^^ 

erhält ^ = Ist a^^ = 0, so ist ^ = , also 



vz:! - -" ' = a. 



"11 

sm w 



a 



V a^i A 
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Aufgabe 3. Die Koordinaten des Scheitels der Parabel 
durch die Konstanten der C^ und w auszudrücken. 

Aufgabe 4. x^ — 2xy + y2_x_2y-f 3 = 0. 

3 

[Gleichung der Hauptachse y = x -f- -j- etc. 

Aufgabe 5. 4 x^ — 12 x y + 9 y^ — 24 x + 3 y 
— 36 = 0. 



§ 37. Die Brennpunkte ans Aufgabe 16 § 35 

zu bestimmen. 

Aufgabe 1. Durch Einen gegebenen Punkt PJsjxfy 
eine Gerade g als Polare so zu ziehen, dafs die Linie, welche 
P mit dem Pol von g verbindet in P auf g senkrecht steht. 

Wir haben, wenn der Pol p { t^ ... | §, i; und g | ^j, t^, Tg 

1) Sj r, -|- Sa Tg -f Sg Tg = 0. 

2) it*Ti = <yi(p); f^T2 = ö'2(p); itiT8 = (T3(p) 

und wenn A^O 

*i = «11 ^1 + «12 '^2 + «18 H etc. 

3) Wenn wir das Koordinatensystem rechtwinklig 

wählen 

y— ^ _^2 



X — § r,- 

Man sieht sofort, dafs generaliter durch jeden Punkt P 
zwei solcher Geraden gehen, so dafs die Tangenten von 
ihrem Pol an die C^ von P aus unter rechtem Winkel 
erscheinen. Zur Vereinfachung der Kechnung trennen wir 
die Fälle ofgg^O und «33 = und wählen G(s) in den 
Formen f) und g) des vorigen Paragraphen G(s) sei 

A,x2 + A,y2 — c = 0, 

alsdann haben wir, wenn Tq gleich — 1 gesetzt wird, 

tg Tg X^ ' t^ Tg Ag 

und setzen wir 



— o2. j:^ h2« 



A- Aa X T| a T| 
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oder 



T 



1 ^9 (a^ — b^) + y Ti — X Tg = 0. 



T 1 

Führen wir — ^ = z ein, und — = p, so haben wir 



^2 ^2 



mit Hülfe von 1) 

4) zVx + z(a2 — b^ + y^ — x^) — xy = 

und sehen, dafs generaliter z für gegebene x, y zwei 
Werte erhält. 

Aufgabe 2. Die beiden Geraden g durch P bilden 
Ein Paar konjugierter Polaren. 

Aufgabe 3. Die Punkte, deren konjugierte senk- 
rechte Polaren mit jeder der Hauptachsen antiparallel sind, 
liegen auf einer koaxialen und konzentrischen gleichseitigen 
Hyperbel. 

Die Gleichung 4) zeigt nun, dafs z unbe- 
stimmt wird bezw. dafs die Gleichung 4) für 
jedesSystemT, TjTg erfüllt ist für die 4Punkte 
y==0, x* = a^ — b*undx=:0, y^ = b^ — a^ und diese 
4 Punkte sind, wie die Formeln des § 35 1) . . . 6) 
zeigen, wenn man den aik die Werte aus der Hauptform 
giebt, die Brennpunkte. 

To 1 

Für die Parabel y^ — 2px ist ij==p— ^j § = 

^? y — P -^1 Tg = Tj Tg X + Tg. 

5) z«y — z(p + 2x) — y = 0, 
also haben wir nur den einen Brennpunkt 

x = -|-, y = 0. 

Aufgabe 4. Wo liegen die Punkte einer Parabel, 

deren konjugierte normale Polaren zur Achse antiparallel 

sind (also Winkel von + 45 Grad mit der Achse einschlief sen)? 

Für die Leitlinie erhalten wir für die Centralen C'^^, wenn 

fx^ v^ 
wir die Kurve j— ä" + -uy — 1 setzen, 

6) i?2(a2 — b2)y + i?b2(x2 + y2 — a^ + b^) — yb* = 0, 
woraus wir die entsprechende für g durch Vertauschung 
von a und b, x und y, herleiten. 
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Aufgabe 5. Das Eechteck aus den Abständen zweier 
konjugierter Pole von jeder Hauptachse ist konstant. 

Aufgabe 6. Der Ort der Punkte, für welche die Ab- 
stände von einer Achse entgegengesetzt gleich sind? 

Für jeden der Brennpunkte verschwindet eine der 
Gleich. 6) identisch und es bleibt nur die Gleichung 1) übrig, 

sie giebt für die Brennpunkte y = x = e \ z? — b^ die 

a a^ 

Leitlinien — -====- = -{ und für die Brenn- 

ej/a^ — b^ "~ ae 

punkte x = y=:£V^b^ — a^ die Leitlinien 

b b 



fij/b^ — a^ -- lae 

Aufgabe 7. Wie sind die Linien g und ihre Pole 
für M{0,0? 

Für die Parabel haben wir 

7) §^ + pg-(x2 + y^) + px = 0; 

^ V — 1? (2 X — p) — y p2 = 0. 

Für den Brennpunkt x = -^ ; y = verschwindet die 

zweite Gleichung identisch, die erste giebt als Gleichung 
der Polare und Leitlinie 

Aufgabe 8. Die Mitten zweier zusammen- 
gehöriger Pole liegen auf der Leitlinie der Parabel. 



ym. Abschnitt. 

Die eigentlicheE Kegelschnitte in spezieller 
ßehandlnng. 

§ 38. Die Parabel, Konstruktion nnd Gestalt. 

Die Parabel iat die C, für welche A ?;: 0, «gg = 0, 
e ^ 1, d. h, sie ist der Ort der Punkte, welche von einer 
festen Greraden, — der Leitlinie L — nnd einem festen 
Punkt — dem Brenn- 
punkt F — gleichen Ab- 
stand haben, bezw. ist 
sie der Ort der Centrea 
der Kreise, welche L be- 
rühren und durchF gehen. 
Als Kurve 2. Klasse ist 
sie die Kurve, welche 
von der G-esaratheit der 
Geraden nmhullt wird, 
welche L so schneiden, 
dafs sie den Winkel 
zwischen L und dem 
Brennstrahl (Strahl von 
F) nach dem Schnittpunkt 
halbieren, bezw. sie ist 
der Ort der Symmetrie- 
achsen aller Strecken, 
welche von F nach L 
gezogen werden können 
(Fig. 44). 

H(. M. 
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Aufgabe 1. Den Berührungspunkt auf einer der 
Tangenten der durch L und J gegebenen Parabel zu 
konstruieren (Fig. 45). 

Ausgezeichnet ist die Tangente, welche L parallel ist, 
sie geht durch die Mitte S des von F auf L gefällten Lotes. 
Punkt S heifst Scheitel, die Tangente in S die Scheitel- 
tangente. Die Gerade SF ist (vgl. § 35) die Haupt- 
achse oder Achse der Parabel. Die Senkrechten auf L, 
welche die Berührungspunkte liefern, sind Durchmesser. 
Sie haben mit der Kurve zwar auch nur einen Punkt 
gemein, aber ihr Punkt i?, ihr unendlich ferner, kann als 
Parabelpunkt angesehen werden, weil das Verhältnis PF: PA 
sich mit wachsender Entfernung des Punktes P mehr und 
mehr der Einheit nähert. Die Kurve liegt ganz auf der 



A 


1 


1^^ 


\ 


^ 


^Q 


i 


5 F 



Fig. 45. 

Seite von L bezw. der Scheiteltangente, auf der F liegt 
Die Achse teilt L und damit die Kurve in zwei symmetrische 
Teile. Die Tangenten drehen sich von der Scheiteltangente 
oberhalb und unterhalb fortwährend nach der Achse zu, bis 
sie in unendlicher Entfernung von S untereinander und der 
Achse parallel werden und die Achse der Kurve und einander 
im unendlich fernen Punkt der Parabel treffen. 

Wählt man S zum Ursprung, die Achse (in Richtung SF) 
als -)- X die Scheiteltangente nach oben als -f- Y, und 
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nennt wieder SF=:-^, so ist (vgl. Gleichung 21a) die 

Gleichung der Kurve in Punktkoordinate 

1) • y' = 2px 

und in Linienachsenkoordinaten (vgl. S. 194 d) 

2) v2-f2up-i = 0. 

Aufgabe .2. Ort der Mitten der Strecken einer be- 
weglichen Parabeltangente zwischen zwei festen. 

[Die festen Tangenten seien lu^Vj und u^ | Vg, die be- 
wegliche Uk, Vk. Dann ist: 

— 2 —2 _p(v3+vic) 

VaVkp ' Vi VkP VgVkP ^"^ ' 

2s.-Xk. + Xk.- v.v.vkp ' 

o^ _ 2ViV2 + Vk(Vi + V2) 1 , 1 V, + V2 

— ^ Vk — 7 — Vk — r"ö J 

ViVaVk Vk 2 V1V2 ' 

also der Ort ist eine Gerade g.] 

Aufgabe 3. Die Ortsgerade g ist für alle Punkte 
desselben Durchmessers konstant, d. h. für je zwei Tan- 
genten, die sich auf demselben Durchmesser schneiden. 

[c ist die Ordinate des Schnittpunkts C der beiden 
festen Tangenten.] 

Aufgabe 4. Der Schwerpunkt Sk des durch die be- 
wegliche Tangente von den beiden festen Tangenten ab- 
geschnittenen Dreiecks beschreibt die zu g parallele Gerade 
im Abstandsverhältnis 2 : 3 von C aus. 

Aufgabe 5. Bei gegebenen L und F auf einer Ge- 
raden, auf welcher der eine Parabelpunkt gegeben ist, den 
andern zu finden. 

Aufgabe 6. Den Satz geometrisch zu beweisen: 

Eine Gerade schneidet die Parabel, berührt 
sie, schneidet sie nicht, je nachdem der Gegen- 
punkt des Brennpunktes in Bezug auf die Gerade 
auf die Brennpunktsseite der Leitlinie, auf die 
Leitlinie oder auf die entgegengesetzte Seite fällt. 
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Aufgabe 7. Die Parabel punktweise aus 1) zu kon- 
struieren. 

Aufgabe 8. F zu finden, wenn L und zwei Parabel- 
punkte A und B gegeben sind. 

Aufgabe 8a. L, wenn F und A und B. 

Aufgabe 9. An einen Punkt A der C'*, wenn L und 
F gegeben sind, die Tangente zu legen. 

Aufgabe 10. A und B [2 Parabelpunkte] und ihre 
Abstände von L. 

[An zwei Kreise die gemeinsamen äufseren Tangenten.] 

Die Parabelgleicbung enthält nur die eine Eonstante, 
den Parameter p, also sind alle Parabeln ähnlich; 
Grenzfälle sind p = 0, dann artet die Kurve in die doppelt 
zu denkende x Achse aus, und p = oo, dann geht die Kurve 
in die Unendlich ferne über. Die x Achse ist eine Symmetrie- 
achse der Kurve, mit wachsenden x entfernen sich die 
Punkte auf beiden Seiten auch mehr und mehr von der 
Achse, aber so dafs die Abstände von der Achse sich im 
Verhältnis zu der Verschiebung auf der Achse immer 
schwächer ändern, so dafs die Kurve im Unendlichen als 
der X Achse parallel angesehen werden kann bezw. mit der 
Achse zusammenfällt. Zu x = + oo gehört zwar auch 

y = + 00, aber da y = 1^2 p x und V^ gegen x, wenn x 
über jedes Mafs grofs, verschwindet, so ist es berechtigt, 
die Parabel als im Unendlich fernen Punkt der 
X Achse geschlossen anzunehmen. Es hindert femer 

nichts anzunehmen, dafs zu iedem y aufser x = ^ noch 

^ *f '^ 2p 

der Wert x = oo gehört, da wir 1) die Form geben können, 
x^ -f" 2 p X — y2 = 0, welche, vgl. S. 4 die Wurzel x = oo 
hat; entsprechend dem Resultat in § 31. 

Die Gleichung v^-|"2up~^==0 zeigt, dafs zu jedem 
u zwei gleiche und entgegengesetzte v gehören, d. h. dafs 
zu jedem Punkt der x Achse zwei symmetrisch gegen die 
Achse gelegene Tangenten gehören, die reell sind, für alle 
negative u, d. h. für alle Punkte auf dem Strahl SG, für 
S selbst fallen beide v zusammen. Zu jedem v gehört nur 
ein u, es giebt scheinbar durch jeden Punkt der Y Achse, 
d. h. der Schelteltangente nur Eine Tangente, dazu kommt 
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aber wieder die Lösung u = oo, d. h. die Scheiteltangente 
selbst. 

Aufgabe 11. Die Kurve aus den Tangenten durch 
Gleichung 2 zu konstruieren, L und F gegeben. Die 
Gleichung der Tangente bezw. Polaren des Bertlhrungspunkts 
bezw. Pols x' y' ist 

3) y/ = p(x + x'). 

Aus ihr folgt: Die Tangente (Polare) schneidet 
die Achse so, dafs der Scheitel in der Mitte 
zwischen dem Schnittpunkt und dem Fufspunkt der 
Ordinate des Berührungspunktes (Poles) liegt. 




Fig. 46. 

Hieraus folgt die für die Parabel charakteristische 
Thatsache, dafs die Konstruktionsfigur ABF der Fig. 45 
sich zu der Raute AB FT (Fig. 46) vervollständigen läfst, 
sovne der Satz: 

Alle Parabeltangenten werden zwischen Kurve 
und Achse von der Scheiteltangente halbiert. 

Die Senkrechte auf der Tangente im Berührungspunkt, 
die Normale, hat die Gleichung 

4) (y-y)P + (x-x) = o. 



S i m n f Geometrie der Ebene. 



14 
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Das Stück der X Achse zwischen dem Fufspunkte ß 
der Ordinate des Berührungspunktes und dem Schnittpunkt 
T der Tangente heifst Subtangente, das Stück zwischen 
B und dem Schnittpunkt N der Normale heifst Subnormale. 
Aufgabe 12. Die Subnormale Ist konstant und 
gleich dem Parameter. 

Aufgabe 12a. Die Subtangente ist doppelt 

so lang als dieAbscisse des Berührungspunkts. 

Aufgabe 13. Von einem Punkt P an die 

Parabel die Tangenten zu legen (wenn nur L und 

F gegeben). 

[Tangente Symmetrieachse zu FA der Fig. 46, also? 
Fig. 47.] 

Da die Tangente den 
Winkel ABF halbiert, 
so halbiert die Normale 
den Nebenwinkel, d. h.: 

Alle Strahlen, 
welche von F her 
die Kurve treffen, 

werden in der 
Richtung derAchse 
zurückgeworfen. 
Alle Strahlen, 
welche aus der 
Richtung derAchse 
von innen kommend 
die Kurve treffen, 
werden im Brenn- 
punkt gesammelt. 
Diese Eigenschaften, von denen der Brennpunkt seinen 
Namen hat, machen die parabolischen Spiegel so wichtig 
für Optik, Wärmelehre und Elektrizität. Die Parabel hat 
aufserdem noch Bedeutung flir die Mechanik als Wurf- 
linie, Grenzfall der Kettenlinie und für die Astronomie 
als Kometenbahn. 

Aufgabe 14. Gegeben L, F; die Schnitte der Tangente 
und Normale im gegebenen Parabelpunkt A mit der Achse 
zu finden, ohne die Linien zu ziehen. 

Aufgabe 15. Die Schnittpunkte der Tangente in A 
mit L zu finden, ohne die Tangente zu ziehen, wenn F gegeben. 




Fig. 47. 
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Aufgabe 16. Eine Sehne AB ist gegeben, der Winkel, 
unter dem sie von F erseheint und ihr Abstand von F, F 
nnd L zu finden. 

Aufgabe 17. Bei gegebenem L und F auf einem 
Brennstrahl FA den zweiten Parabelpunkt zu finden. 

Aufgabe 18. Von zwei Parabelpunkten ist die Differenz 
der Ordinaten und die der Brennstrahlen bekannt; die 
Punkte zu finden, wenn L und der Parameter p gegeben. 

Aufgabe 19. Wenn p und die Normale NB der 
Fig. 46 der Lage nach gegeben, L und F zu finden. 

Aufgabe 20. Die Scheiteltangente zu konstruieren, 
wenn die Tangente T B der Fig. 46 der Lage nach gegeben 
ist, und der Winkel, den sie mit der Achse bildet. 

Aufgabe 21. Die Polargleichung der Parabel direkt 
aus der Figur abzuleiten, die Koordinaten y und x durch 
den Polarwinkel ^ auszudrücken. 

[P ^ ^ ^1 

Aufgabe 22. Zu beweisen: 2 Parabeltangenten 
schneiden sich stets. 

Aufgabe 22a. In eine Parabel läfst sich 
kein Parallelogramm einschreiben. 

Aufgabe 23. Der Schnittpunkt zweier Tan- 
genten ist vom Brennpunkt und den Projektionen 
der Berührungspunkte auf die Leitlinie gleich weit 
entfernt. 

Aufgabe 24. Die Tangenten von einem Punkt 
der Leitlinie stehen aufeinander senkrecht, die 
Berührungsssehne geht durch den Brennpunkt. 

Aufgabe 25. Das vom Brennpunkt auf eine 
Parabelsehne gefällte Lot halbiert deren Projektion 
auf der Leitlinie (geom. zu beweisen). 

Aufgabe 25a. Geom. zu beweisen: Die Mitten 
aller parallelen Sehnen liegen auf einem 
Durchmesser. 

Aufgabe 26. Die Summe der Polarwinkel 
der Endpunkte aller parallelen Sehnen ist 
konstant. 

14* 
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Aufgabe 27. Die Gleichung der Parabelsehne aufzu- 
stellen (nach Gl. 12 § 30) P(8m) = G(m), also y — i? 

= — (x — ^), wo § I? die Koordinaten des Centrums sind. 

rj 

Aufgabe 28. DasRechteckausdenOrdinaten 
derEndpunkte aller Sehnen, welche die Achse 
im selben Punkt schneiden, ist konstant, 
ebenso wie das Rechteck aus den Abscissen 
der Endpunkte. 

Aufgabe 29. Eine Tangente, der Brennpunkt und die 
Lage der Achse. 

Aufgabe 30. Ein Punkt A der Kurve, F. und ein 
Punkt C der Leitlinie. 

Aufgabe 31. An die Parabel eine Tangente 
von gegebener Richtung zu ziehen. 

Aufgabe 32. Aus 2 Punkten und der Achse die 
Parabel zu konstruieren. Bewegen sich die Projektionen der 
Endpunkte der Sehne und ihrer Mitte auf Parallelen zur 
Achse, so bewegt sich F auf der Achse, also: Fälle die 




Fig. 48. 

Ordinaten (Fig. 48); ziehe Aa|| zur Achse, in der Mitte g 
von Ba ziehe gf senkrecht zu AB, die Symmetrieachse 
zu Bf triiSft die Achse in F. Die Parallele durch B zur 
Achse und die Parallele durch F zu f B schneiden sich auf L. 
Beweis? 

Aufgabe 33. Die Parabel aus 3 ihrer Punkte und 
der Richtung der Achse zu konstruieren. 

[Vgl. A. 38 oder A. 46 § 32. Man zieht durch die Mitten 
von AB und BC Parallelen zur Achse, nimmt auf ihnen 
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zweimal zwei Punkte g, und g^ senkrecht untereinander, fällt 
von gj und g^ die Senkrechten auf AB und BC schneiden 
sich in f, das andre Paar liefert f^, so ist {{^ die Achse. 

Aufgabe 34. Um eine Parabel ein rechtwinkliges 
Dreieck zu konstruieren, dessen Kathete und Hypotenuse 
von gegebener Richtung sind. 

Aufgabe 35. Eine Parabel zu konstruieren, welche 
die Schenkel eines gegebenen rechten Winkels in zwei 
gegebenen Punkten berührt. 

Aufgabe 36. Die Schnittpunkte und die gemeinsamen 
Tangenten zweier Parabeln zu konstruieren, welche durch 
ihre gemeinsame Leitlinie L und die Brennpunkte F und F' 
gegeben sind. 

[Kreis, welcher durch 2 Punkte geht und eine Gerade 
berührt. Rechnung :] 

Aufgabe 37. Gegeben die beiden Parabeln 
y2 = 2 p (x + p), eine Tangente an eine der Parabeln trifft 
die andere in den Punkten A und B, über AB als Durch- 
messer beschreibt man einen Bjreis, welcher diese andre in 
C und D trifft, so ist CD wieder eine Tangente an die 
erste Parabel. 

Aufgabe 38. Bewegt sich die Spitze a eines recht- 
winkligen Dreiecks auf einer Geraden L, während die 
Hypotenuse sich um den festen Höhenfiifspunkt F dreht, so 
beschreiben die freien Ecken die Parabel, von der L die 
Leitlinie und F der Brennpunkt ist, und die Hjrpotenuse 
umhüllt diese Parabel. 

[Geometrisch . . . Rechnung?] 

Aufgabe 39. Bewegt sich die Spitze eines recht- 
winkligen Dreiecks auf einer Geraden t^^, während die 
Hypotenuse sich um ihren festen Endpunkt F dreht, so 
umhüllt die freiere Kathete die Parabel, von der F Brenn- 
punkt, und t^j die Scheiteltangente. 

[Fig. 46 ; Rechnung : Ist A j 0, a ein beliebiger Punkt 
von t^j und F | — p, 0, so ist die Gleichung der freieren 

Kathete y — a= ^ und führt man den Punkt dieser Linie 
•^ 2a 

17« 

rjz=2a] § = ^ ein, so wird ihre Gleichung yi^ = p(x-}-^.] 

Jp 
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Aufgabe 40. Gegeben eine Parabel P und eine 
Tangente derselben t, man zieht durch alle Punkte von t 
die zweite Tangente von P und errichtet in diesen Punkten 
die Lote auf diesen Tangenten, so umhttUen die Lote eine 
zweite Parabel (/, welche mit P denselben Brennpunkt hat, 
während die Achsen aufeinander senkrecht stehen. 

[Fig. 49. Geometrisch: S ein beliebiger Punkt auf t, 
tk die zweite Tangente ; man fällt von F auf t und tk, die 
Lote F A und F Ak, so liegen A und Ak auf der Scheitel- 
tangente von P ; fällt man von F auf die Senkrechte in S 

auf S Ak das Lot F Bk, 
so liegt Bk wie A und 
Ak auf dem Kreis, dessen 
Durchmesser F S und 
BkAk ist ein Durch- 
messer, also BkA auf 
A Ak senkrecht also eine 
feste Gerade, und die 
Aufgabe ist auf Aufgabe 
39 zurückgeführt. Bk A 
ist die Scheiteltangente 
vonP', F der Brennpunkt. 
Da SA nach S. 209 
Tangente an P', so ist 
die Beziehung zwischen 
P und P' gegenseitig, 
die Leitlinie von P' geht 
durch den Berührungspunkt von t auf P. Rechnung ? . . . 

Aufgabe 41. Bleiben zwei Ecken eines Dreiecks 
fest und bewegt sich die dritte auf einer Parallelen zur 
festen Seite, so beschreibt der Höhenpunkt eine Parabel. 

[Gerade yb = n, der Gegenpunkt von H liegt auf dem 
Umkreis, also yby = c® — x*; wo c die halbe feste Seite; 

Parameter — n; Scheitel: der Höhenpunkt des gleichseitigen 

Dreiecks über AG; die Hauptachse ist der Höhe dieses 
Dreiecks Entgegengesetzt gerichtet.] 

Aufgabe 42. Die Tangenten an einen festen Kreis 
schneiden einen festen Durchmesser, verbindet man die 
Schnittpunkte mit dem einen Endpunkte des konjugierten 




Fig. 49. 
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Durchmessers und zieht durch die Berührungspunkte Par- 
allelen zu diesem, so ist der Ort der Schnitte eine Parabel. 

Aufgabe 43. Wie 42, nur statt des Kreises eine be- 
liebige centrale C^ und ein beliebiges Paar konjugierter 
Durchmesser. 

Gleichung der Tangente (Fig. 50) 

xx' vv' . eb* 



a 



+ ^ = l, MS = y.= 



eb 



J J 



Gleichung von AS 



€b 



9 




X — a — y'a' 

Gleichung der Parallelen y = y', 
also Gleichung für P 

y«a = €b^(a — x); a — x = $; 

also Parabel bezogen auf Durch- 
messer durch A und seine M S ^'^«- ^• 
parallele Scheiteltangente (vgl. S. 145). 

Aufgabe 44: Satz von Neuberg: Wenn zwei Parabeln 
denselben Brennpunkt haben und man von einem Punkt 
der gemeinsamen Tangente an jede der beiden C* die freie 
Tangente zieht, so ist ihr Winkel konstant und gleich dem 
der Achsen. 

Aufgabe 45: Die gemeinsamen Tangenten aller Kreise, 
die zwei gegebene Punkte A und B zu Centren und eine 
gegebene Gerade t^ zur Potenzlinie haben, umhüllen eine 
Parabel. 

[Die Mitte von AB ist F, t^ die Scheiteltangente.] 

Aufgabe 46. Der Ort der Schnittpunkte der Tangenten 
in den Endpunkten aller Sehnen, deren Mitten auf einer 
Parallelen zur Leitlinie liegen, ist wieder eine Parabel. 

Aufgabe 47. Gegeben zwei konjugierte Diameter einer 
centralen C^, A B und C D, durch A ist eine variable Sehne 
gezogen, welche die C* in P und CD in S schneidet, man 
verbindet B mit P und zieht durch S die Parallele zu A B, 
der Ort der Schnittpunkte Q der beiden letzten Geraden ist 
eine Parabel. 
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[C^{ 



■ S 



— 2^ -f- ^ — 1 ; bezogen auf die konjugierten Durch- 

messer, A{ — a, 0; B{-|-a, Oy = (x-)-a)T{AP; MS{ar, 
BF{y + :;^(x-a);Q{x,y undy*=:^^(x-a).] 

Aufgabe 48. Der Ort der Centren der Kreise, welche 
einen festen Kreis und eine feste Gerade berühren, ist eine 
Parabel. 

Aufgabe 49. Schnitt zweier Parabeln, welche eine 
gemeinsame Leitlinie haben. 



§ 39. Weitere Brennpunktseigenschaften. 

Vervollständigt man Fig. 47 dadurch, dafs man F und 
B undB, verbindet und zu AA^ die Achse zieht, welche durch 
P geht, läfst dagegen A^ F weg, so entsteht Fig. 51. A^PF 

ist als Centriwinkel doppelt 
so grofs als der Peripherie- 
winkel Aj A F, welcher 
gleich A B P ist, weil beide 
den Winkel BAF zu 90*^ 
ergänzen, somit ist -^A^ PF 
= -^ABF, d. h. die Drei- 
ecke A^PF und ABF, 
sowie ihre Hälften, sind 
ähnlich. Die Fig. 51 ist 
wie die Fig. 46 für die 
Parabel charakteristisch; sie 
ergiebt eine Reihe von 
Sätzen, von denen einige 
schon als allgemein für 
alle C^ gültig erwiesen sind. 

Als speziell für die Parabel gelten: 

1. Der Brennstrahl nach dem Pol ist mitt- 
lere Proportionale zwischen den Brennstrahlen 
nach den Berührungspunkten. 

2. Die Quadrate der Tangenten verhalten 
sich wie ihre Berührungsbrennstrahlen. 




Fig. 51. 
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3. Die Tangenten bilden mit dem Brenn- 
strahl und dem Durchmesser nach ihrem Durch- 
schnitt, dem Pol der Berührungssehne, wechsel- 
weise gleiche Winkel. 

4. Der Tangentenwinkel ist die Hälfte des 
Winkels, unter dem diePolare vom Brennpunkt 
ans erscheint. 

Da Winkel B, P F gleich P B F, so hängt er von der 
Lage des Punktes P auf der Tangente P B nicht ab. 

Sei ABC jetzt ein von 
3 Tangenten gebildetes Dreieck, ^^^^-^"""''''^^^^ 

Fig. 52, und zieht man durch y^''^ //^\ 

A und B den Durchmesser und / y^/ \ 
verbindet A und B mit F, so / y^^ / \ 

folgt aus S. 3, dafs AGB und \ y^ / \ 

AFB gleich sind, weil beide ßt^ -/- * \ 

gleich a — /?, also: l\^>v / I 

5. Das Stück jeder \\ \/ / 
drittenTangente zwischen v. /\\. / 

zwei festen Tangenten A^fe^'^v: • / 

erscheint vom Brenn- r^^^lT""^^^ ^^^'''^^^ 

punkt aus unter dem ^ ^""^^-^^T^ 

festen Winkel der festen pig . 62. 

Tangenten. 

6. Der Brennpunkt liegrt auf dem Umkreis Jedes 
Tangrenten-Dreiecks. 

Aufgabe 1. Satz 6 durch den Satz von den Simpson- 
schen Wallace Geraden (vgl. S. 85 o.) zu beweisen. 

Aufgabe 2. Fzu finden, wenn L und zwei Tangenten 
gegeben sind. (S. 3.) 

Aufgabe 3. Der Tangentenwinkel ist die Hälfte des 
Winkels der Brennstrahlen nach den Berührungspunkten^ 
wenn dem Winkel der Tangenten, der die Parabel ein- 
schliefst, der Winkel der Brennstrahlen zugeordnet wird, 
der auf dem unendlich grofsen Parallelbogen steht. 

Aufgabe 4. Die Parabel zu konstruieren, wenn L 
und von zwei festen Punkten P und P' die Gröfse des 
Tangentenwinkels gegeben ist. 

Aufgabe 5. Die Projektion einer Sehne auf L er* 
scheint von F aus unter dem Tangentenwinkel, welche difr 
Parabel nicht enthält. 
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Aufgabe 6. Die Projektionen a und ß zweier Punkte 
A und B der C^ auf L, und der Winkel, welchen die Ver- 
bindungslinie von a und ß mit dem Pol von AB ein- 
sehliefsen. 

Aufgabe 7. Eine Tangente zu konstruieren, welche mit 
ihrem Bertlhrungsbrennstrahl einen gegebenen Winkel bildet. 

Aufgabe 8. Den geometrischen Ort der Brennpunkte 
aller Parabeln zu bestimmen, welche die Schenkel eines 
gegeben Winkels so bertlhren, dafs die abgeschnittenen 
Stücke ein konstantes Verhältnis haben. 

Aufgabe 9. Eine Tangente zu ziehen, welche mit 
einer gegebenen Tangente denselben Winkel bildet, wie der 
Brennstrahl nach dem Berührungspunkt (^ Rechte). 

Aufgabe 10. 2 Tangenten und ihre Parabelpunkte. 

Aufgabe 11. Die Sehne erscheint von F unter dem 
doppelten Winkel wie ihre Projektion auf L. 

Aufgabe 12. L, die Länge einer Tangente von einem 
Punkt P, und dessen Abstand von F. 

Aufgabe 13. Der geometrische Ort der Leitlinien aller 
Parabeln, welche demselben Dreieck angeschrieben sind, ist 
der Höhenpunkt. 

Aufgabe 14. Einem Dreieck eine Parabel anzu- 
schreiben, wenn das Verhältnis der auf zwei Seiten durch 
die Parabel bestimmten Strecken bekannt ist. 

Aufgabe 15. Von zwei Tangenten vom Schnittpunkt 
aus durch eine dritte gleiche Stücke abzuschneiden. 

Aufgabe 16. Eine Parabel aus 4 ihrer Tangenten 
zu konstruieren. 

Aufgabe 17. Einer Parabel ein gleichschenkliges 
Dreieck anzuschreiben, von dem die Spitze gegeben ist. 



§ 40. Sehnen, Polaren. 
Die Gleichung der Sehnen war y — ri = — {^ — |), wo 

9y, ^ die Koordinaten des Sehnenmittelpunktes; nennt man 
die Senkrechte auf die Sehne in der Mitte die Sehnen- 
normale, so ist deren Gleichung 5) y — ij = ^ (x — §), 

setzt man y = 0, so folgt für alle Sehnennormalen : 
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Die Sabnormale ist konstant und gleich dem 
Parameter. 

Aufgabe 1. Aus Gleich. 5) direkt zu beweisen: die 
Mitten der Sehnen liegen auf einem Durchmesser (dem 
konjugierten vgl. § 30). 

Bezeichnet man den Winkel, welchen die Sehnenschar 
mit ihrem Durchmesser bildet, mit /?, so ist i? = p cot ß 
die Gleichung des Durchmessers. Der Punkt S, in welchem 
er die Kurve im Endlichen trifft, heilst sein Scheitel, 

dessen Abscisse g = — p cot* ß. Die Tangente im Scheitel S 

hat den Richtungsfaktor i- = t g /?, d. h. ist der Sehnenschar 

parallel. Transformiert man die Gleichung 1) der Parabel 
auf den Durchmesser als x' Achse und seine Scheiteltangente 

als y' Achse, so erhält man, da x = x' -f- y' cot /!? -|- — p'^ cot^ ß\ 

y==y'sin/9 + pcot/? 

6) y'a = 2 p' x', 

wo p' = p I sin* /?, also: 

Die Parabelgleichung behält in Bezug auf einen 
beliebigen Durchmesser als x-Achse und seine 
Scheiteltangente als y-Achse ihre Form und auch 
der Parameter p' behält seine Bedeutung als 
doppelter Abstand des Scheitels von der Leit- 
linie (vgl. S. 145). 

Aufgabe 2. Diesen Satz geometrisch zu beweisen. 

Die Gleichungen der Sehne und Tangente und Polare 
behalten ihre Form und es bleiben auch die Sätze, die 
daraus folgen. 

Aufgabe 3. Aus 6) den Satz zu beweisen: Der Pol 
liegt auf seinem Durchmesser soweit hinter dem Scheitel 
als die Polare vom (vgl. A. 11 § 38). 

Überhaupt können die Sätze von Pol und Polare jetzt 
fast ohne Mühe errechnet werden. 

Aufgabe 4. Zieht man von einem Punkt an die 
Parabel die Tangenten und beliebige Sekanten, so bilden 
die Projektionen auf die Leitlinie eine Involution, deren 
Hauptpunkte die Berührungspunkte sind. 
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[Potenzlinie trifft die gemeinsame Sekaote zweier Kreise 
in der Mitte. 

Aufgabe 5. Den Satz von Pol und Polare 
geometrisch zu beweisen. 

[Fig. 53. Sei C ein Punkt aufserhalb, CA und CB 
die Tangenten der Parabel in A und B, C D E eine be- 
liebige Sekante durch C, die Punkte D und E auf der 
Kurve ; die Tangente im Scheitel des durch C gehenden 
Durchmessers treflFe CD in K, so ist K von y, F, dem 
Gegenpunkt von F in Bezug auf C D dem Punkte F^, sowie 




Fig. 58. 

der Projektion C von C gleich weit entfernt, also y^ F^ . y^ F 

= ^1 C • ^1 7 = y^ ^^> 2ilso Z und y zu d und € konjugierte 
harmonische Punkte , somit auch C C D E. Dieser erste 
direkte elementare Beweis der harmonischen Eigenschaften 
in M. Simon, Die Parabel. 1878.] 

Aufgabe 6. An die Parabel eine Tangente von ge- 
gebener Richtung zu ziehen. 

Aufgabe 7. Zu einer Richtung den zugeordneten 
Durchmesser zu konstruieren. 

Aufgabe 8. Die Geraden von der Form ax = my — cm^, 
wo m ein veränderlicher Parameter, umhüllen eine Parabel. 
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[Auf jeder Gerade liegt der Punkt ij = 2cm, § = 



cm* 



a 

welche der Parabel ij* = 4 a c § angehören.] 

Aufgabe 9. Alle Parabelsehnen, für welche der Ab- 
stand des konjugierten Durchmessers zur mittleren Pro- 
portionale der Abstände der Endpunkte ein konstantes 
Verhältnis hat, liegen auf einer Parabel. 

Aufgabe 10. Alle Parabelsehnen, fttr welche der 
Sinus der halben Summe ihrer Polarwinkel zum Sinus der 
halben Differenz ein konstantes Verhältnis hat, liegen auf 
«iner Parabel. 

[Die Gleichung der Sehne kann die Form annehmen: 

2x = y(cot^ + cot:^)4-pcot^cot^]. 

Aufgabe 11. Ein Dreieck bewegt sich ohne Form- 
änderung so, dafs die eine Seite sich in einer Parabel 
parallel verschiebt. Ort der gegenüberliegenden Ecke. 

[Die Tangente, welche der festen Bichtung parallel, 
sei j Achse, der konjugierte Durchmesser x Achse, die End- 
punkte der beweglichen Sehne sind §, -{- ij, §, — rj, für den 
Durchschnitt x, y ist y — ^ = (x — Dt und y -|- iy = (x — ^ t', 

'? = y-V+^5 S = ^-7T^5 etc.] 

Was wird aus dem Ort, wenn das Dreieck gleich- 
49chenklig? 

Aufgabe 12. Die Aufgabe vgl. A. 46 § 32, eine 
Parabel aus 3 Punkten und einer Tangente zu konstruieren 
mittelst der Sätze von Pol und Polare zu lösen. 

[Sind die Punkte ABC die Tangente t, wenn die 
Tangente t die Seite A B in F und der Durchmesser durch 
den Berührungspunkt AB in G schneidet, so ist FG^ 
= FA.FB, etc.] 

Aufgabe 13. Stehen 2 Normalen in den Parabel- 
punkten A und B auf einander senkrecht, so schneiden sie 
sich auf dem zu A B konjugierten Durchmesser. 

[Die Abscisse des Schnittpunkts S ist x := -|- + 2 g, 

ivo ? die Abscisse der Sehnenmitte.] 
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Die Sehne AB und das Stück des Durchmessers 
zwischen L und S sind gleich, S hat von L den doppelten 
Abstand wie die Sehnenmitte. Rechnung? 

Aufgabe 14. Die Mitten der Sehnen, welche durch 
den Brennpunkt gehen, oder der Polaren zu den Punkten 
der Leitlinie liegen auf der Parabel, deren Scheitel F, deren 
L die Scheiteltangente und deren Parameter die Hälfte ist. 

[y — ^ = ^(^"^5 ^' = p(^— -|-) ^^®^ *^®^ 

• rj = ^ GOtß; cot/?= ^ . 2 



Aufgabe 15. Die Schnittpunkte der auf einander 
senkrechten Normalen liegen auf einer Parabel. 

[^ = \j.-^;7 = V, y'=p(Y^-TP)] 

Aufgabe 16. Seiten und Höhen eines gleichseitigen 
Dreiecks aus zwei Tangenten einer Parabel und ihrer Be- 
rührungssehne zu bestimmen. 

Aufgabe 17. L und F gegeben, einen Parabelp. zu. 
konstruieren, dessen Brennstrsübl sich zu der Tangente (bi& 
zur Achse) wie 1 : 2 verhält. 

Aufgabe 18. Der Brennpunkt liegt auf dem Feuer- 
bach jedes (Auto-) Polar- (Tripel) Dreiecks. 

Aufgabe 19. Die Parabel aus einem Polardreieck 
und einem Punkt zu konstruieren. 

[Die Mitten der 3 Seiten bestimmen die 3 den Polarea 
parallelen Tangenten, noch einfacher konstruiert man auf. 
jeder Verbindungslinie den zweiten Parabelpunkt.] 



§ 41. Quadrierongy Potenzsatz. 

Sei P ein Punkt aufserhalb der Kurve, AB seine 
Polare (Fig. 54), S der Scheitel seines Durchmessers, die 
Tangente in S halbiert als Parallele zu AB die Strecke 
PA in P^ und PB in P^, dann ist 

Dreieck A S B = 2 . Dreieck Pi P P«. 



§ 41. Qaadrierung, Potenzsatz. 
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Man kann nun ebenso durch P^ und Pg die Durch- 
messer Pj S, und Pg Sg ziehen, dann wieder in S^ und S^ 
die Tangenten, welche wieder P^ A und P^ S bezw. Pg B 
und Pg S halbieren, und so fort in infinitum, stets ist das 
Sehnendreieck das Doppelte des Tanger.tendreiecks. Die 
Sehnendreiecke füllen dann schliefslich das Parabelsegment 
ASB aus, und die Tangentendreiecke die Fläche zwischen 
der Kurve und den Tangenten in A und B. Da alle Glieder 
der einen Summe doppelt so grofs als die einzelnen Glieder 
der anderen sind, so ist auch die ganze erste Summe doppelt 
so grofs als die zweite. Also: 




Das Parabelsegment ASB ist 



des Dreiecks APB. 



Fig. 64. 

Die Parabel teilt das Dreieck des Pol» 
und der Polare im Verhältnis von 1 : 2. 

2^ 
3 

Aufgabe 1. Die Parabel teilt das Par- 
allelogramm aus den Koordinaten eines 
ihrer Punkte von innen nach aufsen im Ver- 
hältnis 2 zu 1. 

[Als Koordinatensystem irgend ein Durchmesser und 
seine Scheiteltangente.] 
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Aufgabe 2. Ein Parabelsegment in ein Quadrat zu 
verwandeln. 

Aufgabe 3. Ein Quadrat in ein Parabelsegment zu 
verwandeln mit Sehne von gegebener Länge, und so, dafs 
sie von ihrem Durchmesser ein gegebenes Stück abschneidet. 
Aufgabe 4. Den Parabelsektor zwischen zwei Brenn- 
strahlen zu quadrieren. 

Aufgabe 5. Das trapezförmige Stück zwischen zwei 
Projektionsloten und der Leitlinie zu quadrieren. 

Aufgabe 6. Eine Parabel y^ = 6x wird geschnitten 
von einem Kreise y® -f- (x — 3)® = 8. Wo liegen die Durch- 
schnittspunkte, wie grofs ist das Flächenstück zwischen 
Kreis und Parabel? 

Aufgabe 7. Eine Parabel hat die Gleichung y^ = 6x, 
eine zweite: y* = 8x. Wie grofs ist der Raum, der zwischen 
der Ordinate durch einen Brennpunkt und den beiden Parabel- 
bogen liegt? 

[Für die kleinere 0,464; für die gröfsere 0,72.] 
Aulgabe 8. Gegeben 2 Parabeln, welche sich von 
aufsen im Scheitel berühren, wo schneiden sich die Polaren 
desselben Punktes, welche auf einander senkrecht stehen? 
Ort dieser Punkte. 

Aufgabe 9. Das Stück 
einer Tangente zwischen 
Dreiecksachse und Kurve 
ist mittlere Proportionale 
zum Berührungsbrennstrahl 
und der ganzen Sehne 
durch den Brennpunkt. 

Aufgabe 10. Der Ort 
der Geraden, welche die 

Projektionen eines be- 
liebigen Parabelpunktes auf 
die Achse und die Seheitel- 
tangente verbinden, ist eine 
Parabel. 

Aufgabe 11. Den 
Potenzsatz geometrisch 

Fig. 55. , . ® 

zu beweisen. 
Sei Fig. 55 AB eiue Sehne, P ein beliebiger Punkt 
auf ihr, M die Mitte, S M der konjugierte Durchmesser. Die 
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Polare von P schneidet AB in Q, so dafs A und B durch 
P und Q harmonisch getrennt sind; sie schneidet den Durch- 
messer durch P in D, so dafs D S^ und S^ P gleich sind 
und trifflfc M S im Pol C von A B, so dafs CS und S M 
gleich sind. Wenn B M = y und S M = x, so ist y ^ = 2 p' x, 
wo p' nur von der Sehne AB abhängt. Es ist aber 
y2=MP.MQ, und also MP.PQ = 2p'p", wenn 2p" = PD. 
Da M M . P Q = B P . P A, so ist der Potenzsatz bewiesen 
in der Form : Das Rechteck aus den Abschnitten der Sehne 
im Punkte P ist gleich dem Produkt aus dem Parameter 
der Sehnenschar und dem doppelten Scheitelabstand des 
Punktes P. 

über die Krümmung der Parabel vgl. den Abschnitt 
über die Kissoide. 



§ 42. Die Ellipse. 

Die Ellipse ist der Kegelschnitt für den a^^ < 0, die 
numerische Excentricität e < 1 ist. Sie besitzt ein Cent r um 
M, eine Hauptachse, welche durch die reellen Brennpunkte 
geht, die grofse Achse — Fokalachse, und eine Haupt- 
achse durch die imaginären Brennpunkte, die kleine Achse. 
Wählt man die grofse Achse zur X Achse, die kleine zur 
Y Achse, dann giebt Gleich. 5) § 35 : u^ = e^ : a, also 

,, x^e^ , y^e^ . t;. . . a 



, den 



a 
absoluten Betrag von — durch a und 



a/1 — e^ 



durch 



e 

b, so erhält man als Gleichung der Ellipse, bezogen auf 
ihre Hauptachsen, 

2 a ist die Länge der grofsen, 2 b die Länge der 
kleinen Achse (Fig. 56). 

Die Hauptachsen sind Symmetrieachsen der Kurve, 
aufserhalb des Parallelogramms mit den Ecken -|- *, -\-h, 
( — a, +b); ( — a, — b; -f-a, — b) liegt kein Punkt der 
Kurve. Die Punkte S und S' resp. a und </, in denen die 
Achsen die Kurve schneiden, heifsen die Scheitel der Kurve. 

Simon, Geometrie der Ebene. 15 




Big. 66. 
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Die Länge von FM, welche |ae| ist, heifst die lineare 
Excentricität, während der Abstand der Leitlinie von M 
gleich a : e ist Die Ellipse ist eine geschlossene ganz im 
Elndlichen verlaufende Kurve, deren nahe Verwandtschaft 
znm Kreis die Gleichung 1) zeigt, sie wird zum Kreis, wenn 
a ^ b, d. h. e = ist ; dann faUen beide Brennpunkte in 

M und die Leitlinien ins 
Unendliche. Umgekehrt 
sieht man, dafs die Ellipse 
aus dem Kreis um M mit 
dem Durchmesser 2 a, dem 

Hauptkreis, durch 
Druck gegen die X Achse 
(bezw. aus dem Kreis um 
M mit 2 b durch Zug) her- 
vorgeht, bei dem alle 

Abscissen ungeändert 
bleiben, die Ordinaten alle 
im Verhältnis von a : b 
zusammengedrückt (bezw. 
wie b : a ausgedehnt werden). Diese Verwandtschaft, 
Affinität, vgl. § 10, ist zuerst von Stevin (1585) benutzt 
worden, um die Geometrie der Ellipse aus der des Haupt- 
kreises abzuleiten. 

Aufgabe 1. Punkten A, B, C etc., welche in einer 
Geraden liegen, entsprechen affin wieder Punkte A', B', C 
etc., welche in einer Geraden liegen, d. h. die Affinität 
ist kollinear, affine Geraden schneiden sich auf der Achse. 

Aufgabe 2. Parallelen Geraden entsprechen affin 
wieder parallele Gerade. Da alle Rechtecke, deren Grund- 
linie auf der X Achse (Affinitäts-Achse) liegt und deren freie 
Ecken affine Punkte sind, sich wie a : b verhalten, so sieht 
man, dafs jedes Ellipsenstück sich zu dem entsprechenden 
Kreisstück wie b : a verhält, und : 

Der Inhalt der Ellipse ist ab. 

Die Verwandtschaft der Ellipse mit dem Kreis benutzt 
man, um die Koordinaten der Ellipse durch eine Variable 
auszudrücken. 

Setzt man den Winkel (bezw. den Arcus) P' M F, die 
excentrische Anomalie des Punktes P gleich e, so ist 
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2) X = a cos €, y = b sin «, 

wenn y' = P' A = a sin c. 

Aufgabe 3. Ein Zirkel, dessen Schenkel die Länge b 
hat, wird so bewegt, dafs die eine Spitze A fest bleibt, 
während die andre Spitze B sich auf einer Geraden durch 
A bewegt. Welche Kurve beschreibt ein bestimmter Punkt 
des beweglichen Schenkels? 

[Hat Punkt P von der Spitze B den Abstand d, so ist 
die Kurve die Ellipse : ^2\)^_^y + d^ = ^'l 

Aufgabe 4. Bewegt sich eine Strecke von konstanter 
Länge zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels, so 
beschreibt ein bestimmter Punkt auf ihr eine Ellipse. 
(Ellipsenzirkel.) 

[Die Mitte beschreibt einen Kreis, weil?] Der Punkt 
kann auch in der Verlängerung liegen. 

Aufgabe 5. Rollt ein Kreis in einem andern von 
doppeltem Radius, so beschreibt ein fest mit dem rollenden 
Kreis verbundener Punkt P eine Ellipse. 

[Die Endpunkte des zu P gehörigen Durchmessers be- 
wegen sich auf zwei auf einander senkrechten Durchmessern 
des festen Kreises. Hat der Punkt vom Centrum des be- 
weglichen Kreises den Abstand —, den festen Radius 1, so ist 

die Ellipse x2 + -^=16.] 

Aafgahe 6. Den Fermatschen Satz fttr die Ellipse 
zu beweisen. Vgl S. 112. Die eine Seite ist 2 a, die andre 

b V2; es ist wieder 

28- = 2(AG« + BF») = (AG + BF)«4-(AG — BF)«; 
AG + BF = 2a + FG; AG — BF = 2x — (FG' — G'G) 

a 4a''(y2 + b/2)« + 8x''b« ^ 16y''a*+8x*b^ + ... 
^~ iy + b/2)* _"" (y + b/2)« 

_ 8a«(y + b/2)« _g^, 

(y + b/är 

s« = 4a«. 

15* 
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Aafgabe 7. Von einem Pnnkt A anfserhalb eines 
Kreises zieht man den Durchmesser ABC und dnreh A eine 
beliebige Sekante ADE. Man verbindet G mit einem der 
Schnittpunkte, z. B. D mid macht GDF gleich AE, so ist 
der Ort der Punkte F eine Ellipse. 

[1) Geometrisch, Fig. 57 : Man zieht E B, so ist B E D 
gleich q>. Fällt man von A anf E B das Lot A K und zieht 




CL||BK, so istEK = CG und AK = FG und CL = EK, 
also wenn FG = y und CG = g, MA = a 



«) 



8 



9 



T + 



= 1. 



(a + r)« ' (a — r)« 

2) Bechnnng: F{x,y; A { a, 0; c { — r.O: AD = ^,: 
CF = AE = ?,; 

^3__(a^-rV . ^ = r« + a^-2axa, 

WO Dixaya 

_ — r-l-Ax 

^"~ 1 + A ' 

wo das TeilnngsTerhältnis X bestimmt wird durch 

(— r + Ax)« + yU« — r* (1 4- A,)« = 

(X + r)« - y«) 



X4 = r 



ll 



woraus, wenn x-|-r = § gesetzt wird, sich mit geringer 
Mühe Gleichung a) ergiebt. 
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Aufgabe 8. Die entsprechenden Beweise, wenn 
C E F' = A D gemacht wird. 

Aufgabe 9. Gegeben eine feste Gerade g, ein fester 
Kreis M, der die Gerade nicht schneidet, und ein Punkt S 
an derselben Seite von g wie M. Man zieht durch S eine 
Gerade, welche g in K, Kreis M in P schneidet, zieht PM 
und KM und durch S zu PM die Parallele, welche EM in 
Q triffll;, Ort von Q? 

[Fig. 58. SJs,0;MlO,b;gjx-p = 0;ßS|y-T(x-s) 
= 0; ß{p,q, wo q = 'r(p — s); EM {(y — b)p =(q— b)x; 

Q{x,y. 

Ist P{s + Ap; + Aq; 

1 -f- ^> so ist, vgl. S. 86, 5, ^ 
k bestimmt durch 

«) ^Mp' + (q-br-r^ 
+ 2A(sp — b(q — b) — r«) 
+ s« + b2 — r« = 0, 

aber X ist infolge des 
Parallelismus von PM und 

S Q = , femer (q — b) 

= (y — b) — ; also erhalten 
wir aus o) 

x«(p«_r«) + y«p« — 2xp(sp — r2) + p«(s^ — r^ = 




Fig. 58. 



oder, wenn x = § -f- i^? ^^ i^ = 



p(sp — r^) 
p« — r« 



ist. 



ß) |«(p«_r«) + y«p*-p«r«|ri:^ = 0. 

r 
Der Ort ist also eine Ellipse, deren Excentricität — , 

d. h. gleich dem Quotient aus dem Badius des Kreises M 
und dem Abstand seines Gentrums von der festen Geraden. 
Diese Ellipse heifst Boscovichs Ellipse. 

Die Boscovich Ellipse bleibt konstant, 
wenn man das Centrum des festen Kreises auf 
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der Parallelen zur festen Geraden durch eine 
Anfangslage verschiebt. 

[ß) enthält b nicht, und ebensowenig fi.] 

Aufgabe 10. Wenn ein Kreis zwei feste Kreise, 
welche sich schneiden oder ineinander liegen, ungleichartig 
berührt, so ist der Ort seines Centrums eine Ellipse. 

Aufgabe 11. Der Ort der Centren der Kreise, welche 
einen festen Kreis von innen berühren, und durch einen 
festen Punkt im Innern des Kreises gehen, ist eine Ellipse. 

Aufgabe 12. Der Ort der Centren der Kreise, welche 
einen festen Kreis berühren und einen zweiten festen 
Kreis 0' halbieren, ist eine Ellipse, wenn die feste Centrale 
kleiner ist als der Radius des Kreises 0. 

Aufgabe 13. Bewegt sich eine Strecke konstanter 
Länge zwischen den Schenkeln eines Winkels, so beschreibt 
jeder Punkt der beweglichen Geraden eine Ellipse. 

1) Lösung durch Rechnung, Bestimmung der Haupt- 
achsen durch die Formeln des § 36. 

2) Geometrisch (Jamet). Seien MX, MY, die beiden 
Schenkel AB eine Lage der beweglichen Strecke, P eine 
Lage des bestimmten Punktes auf AB, so ist der Radius 
des MAB umschriebenen Kreises konstant, und die Ge- 
raden, welche die Enden des durch P gehen- 
d en Durchmessers mit M verbinden, MC und 
MD, sind fest [PC + PD = 2r, P C .PD = AP. BP 
also C P und D P bestimmt) und damit ist die Aufgabe auf 
Aufgabe 4 zurückgeführt. Die Hauptachsen sind 2 P C und 
2 P D, somit der Inhalt P C . P D . tt = A P . B P . tt, d. h.: 
der Inhalt der Ellipse ist vom Winkel, auf 
dessen Schenkel die Strecke gleitet, unab- 
hängig. 

Aufgabe 14. Wenn AB sich wie in A. 13 bewegt, 
so beschreibt jeder mit A und B fest verbundene Punkt C 
ebenfalls eine Ellipse. 

1) Rechnung : 2) Geometrisch : Der MAB umschriebene 
Kreis mit konstantem Radius schneidet AC in D, dann 
ist MD der Lage nach gegeben und AD der Länge nach, 
wodurch die A. auf A. 13 zurückgeführt ist. 

Aufgabe 15. Ohne den Hauptkreis zu benutzen be- 
liebig viele Kurvenpunkte zu konstruieren, wenn F, seine 
Leitlinie L und die Excentricität e gegeben ist. 



§ 43. Tangenten, Sehnen, Normale. 231 

[Man ziehe von F nach L eine Strecke FA, teile sie 
innen und aufsen im Verhältnis e, nnd konstruiere über den 
Teilpimkt als Durchmesser den Kreis (des Appollonius), der 
die in A auf L errichtete Senkrechte in den Kurvenpunkten 
B und B' trifft.] 

Aufgabe 16. Zieht man aus den Endpunkten einer 
Sehne konstanter Länge in einem festen Kreise Parallelen zu 
zwei festen Geraden, so ist der Ort des Schnittes eine EUipse. 

Aufgabe 17. Bewegt sich ein Punkt so, dafs die 
Summe seiner Entfernungen von zwei festen Punkten konstant 
bleibt, so beschreibt er eine Ellipse. Konstruktion der 
Ellipse mittelst eines gespannten Fadens, der an zwei Punkten 
befestigt ist. 



§ 43. Tangenten, Sehnen, Normale. 

Als Gleichung der Ellipse in Linienachsenkoordinaten 
erhält man 

2) a^u^ + b^v^ — 1 = 0. 

Aufgabe 1. Die Koordinaten des Berührungspunktes, 

der von einem gegebenen Punkt P 1 Xj y^ an die Ellipse 
gezogenen Tangenten zu berechnen. 

[Kombination von 1) mit der Gleichung der Berührungs- 
sehne vgl. A. 12 § 28.] 

Aufgabe 2. Die Koordinaten der beiden von P 
gezogenen Tangenten zu berechnen. 

b^Xj + P ab y^ 

aV^ + b'x] 

wo p* die Potenz von P ist.] 

Aufgabe 3. Gegeben ein Kreis um F^ mit Radius 2a 
und im Innem der Punkt F, durchläuft der Gegenpunkt von 
F den Kreis, so umhüllt die zugehörige Symmetrieachse die 
Ellipse, von der F^ und F die Brennpunkte und 2 a die 
grofse Achse (Fokal- Achse). 

[Die Mitte von FP^ sei M, MF sei + X, M F = a e = c, 

, « a 9 • v V ^^9 cos® ^ , 

b* = a^ — c^ wir haben a u = . : ; a v = . , ; c v =^ cot L 

smA smA, ' 

woraus sofort: a^u- -|-b^ v= 1.] 
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Aufgabe 4. Bewegt sich ein rechter Winkel so, dafs 
sein Scheitel einen Kreis um M durchläuft, während der 
eine Schenkel sich nm den festen inneren Punkt F dreht, so 
umhüllt der andere die Ellipse, von der F Brennpunkt und 
M Mittelpunkt. 

Aufgabe 5. Bewegt sich eine Gerade so, dafs das 
Produkt ihrer Abstände von zwei festen Punkten F in F^ 
konstant ist, so umhüllt sie eine Ellipse, Yon der F und F^ 
die Brennpunkte, wenn die Gerade an derselben Seite Ton 
F und F^ liegt 

[Die Punkte seien F { c,0; F^ { — c,0, die Gerade 

I 1 A AV^« j <5u — 1 — cu— 1 

xu + yv — 1 = 0; Abstände ^ , ^ j wo 

d« = u* + T*, also (cu — 1)(— cu— l) = b«(u* + v«), 
also, wenn a* = b* -[- c', a* a* -|- b* v* = 1.] 

Aufgabe 6. Bewegt sich eine Gerade so, dafs die 
Summe der Quadrate der Abstände von zwei festen 
Punkten konstant gleich 2a^, so umhüllt sie eine Ellipse, 
wenn a^ ist als ^e halbe Entfernung der festen Punkte. 

[Die festen Punkte sind nicht die reellen Brennpunkte, 
auch nicht die imaginären, aber?] 

Die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkt 

A { Xj y-j j € (Anom.) ist 

3a) l^^+y^_l = 0. 

a ' b 

ÜDd 3) ist zugleich die Gleichung der Polare für den 

Pol P 1 X, Ji- 

Ist y = 0, so ist X Xj = a*, ist x = 0, so ist y y^ = b*. 

Aufgabe 7. An einem Punkt P der Ellipse die 
Tangente zu ziehen. 

[Man verlängert die Ordinate, bis sie den Hauptkreis 
in P' trifil, Fig. 56, legt an diesen die Kreistangente, welche 
die Fokalachse im Punkte T schneidet, so ist TP die 
Tangente.] 

Aufgabe 8. Die Polaren aller Punkte, welche auf 
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einer Senkrechten zn einer der Achsen liegen, schneiden 
diese Achse im selben Punkte. 

Aufgabe 9. Wenn F und F^ und a gegeben sind, zu 
einem Pol P die Polare zu konstruieren. 

Aufgabe 10. Den Winkel zwischen 2 Tangenten 

vom selben Punkt Pjxy. 

r _ 2abp "I 

L^??'— x« + y2 — (a^+b^yj 

Aufgabe 10 a aus Aufgabe 10 abzuleiten, dafs der 
Direktorkreis (vgl. S. 152) den Radius r hat, wo r = YsL^-^-h^. 

Aufgabe 11. Für alle Ellipsen, die einem Rechteck 
mit den Seiten a und b eingeschrieben sind, ist der Um- 
fang der durch die Scheitel der Ellipse bestimmten Raute 
konstant. 

Aufgabe 12. Von einem gegebenen Punkt P an die 
EUlipse die Tangenten zu konstruieren. 

pfan konstruiere den im Bezug auf den Hauptkreia 
afßnen Punkt P', ziehe von ihm die Tangenten an den 
Hauptkreis, verbinde die Punkte, in denen sie die Fokal- 
achse schneiden mit P, so sind dies die Tangenten; direkter 
Beweis aus 2).] 

Aufgabe 13. An die Ellipse eine Tangente von 
gegebener Richtung zu konstruieren. 

[Man konstruiere die affine Richtung, löse die ent- 
sprechende Aufgabe für den Hauptkreis.] 

Aufgabe 14. Das Rechteck aus den von den Brenn- 
punkten auf die Tangente gefällte Loten ist konstant, also 
gleich b*. 

[Aufgabe 5., andere Lösung?] 

Aufgabe 15. Von einer Ellipse sind F und b ge-^ 
geben und 2 Tangenten. Die Ellipse zu konstruieren. 

Aufgabe 16. Die Fokalachse der Lage nach, auf ihr 
die Mitte M und eine Tangente mit dem Berührungspunkt. 

Aufgabe 16 a. Die kleine Achse der Lage nach, 
auf ihr M, und eine Tangente mit dem Berührungspunkt. 

Aufgabe 17. Die Fokalachse der Lage nach, auf ihr 
M und ein Pol und seine Polare. 

Aufgabe 17a. Wie 17, nur die kleine Achse statt 
der grofsen. 



234 Vin. Die eigentlichen Kegelschnitte in spezieller Behandlung. 

Die Gleichung der Sehne P (s m) = G m, vgl. GL 12 § 30, 
wird, wenn m{^rj. 

also ganz dieselbe Form, wie die der Tangente. 

Aufgabe 18. Die Gleichung der Tangente aus der 
der Sehne abzuleiten. 

Aufgabe 19. Die Gleichung der Sehne, wenn die 
Anomalien e^ und e^ der Endpunkte gegeben sind. 

4 a) b X cos ^ ' ^ -|- a y sin ^ ' ^ 

6. — € 



= a b cos 



1 ^2 



Aufgabe 20. Die Gleichung zwischen den Anomalien 
<ler Endpunkte zweier Sehnen aufzustellen, wenn die Sehnen 
in einem Endpunkte zusammenstofsen und auf einander 
senkrecht sind. 

[Der Winkel zweier Sehnen e^ e^ und e^ e^ ist bestimmt 
durch 



a b sin -^^ — - 



igq> = 



(a« _ b«) cos (^6, + ^^^) — (a' + b*) cos ^ 



«8 



Aufgabe 21. Die Gleichung zwischen den Anomalien 
der Endpunkte zweier Sehnen, wenn die Sehnen zugleich 
Sehnen desselben Kreises sind konzyklisch. 

[Im Kreisviereck ergänzen zwei Gegenwinkel einander 
zu zwei Rechten, also 

cos (e, + ^^-^) = cos (e^ + ^— ^) also 

Aufgabe 22. Die Achse schneidet von einem Paar 
konzyklischer Sehnen ein gleichschenkliges Dreieck ab. 

Aufgabe 23. Die Gleichung der Normale im Punkte 

€ { x' y' ist: 
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X y 

5a) a X sin € — b y cos « = c* sin « cos e, 

4nfgabe 24. Die Fufspunkte der Normalen, 

welche sich im selben Punkt Ajx^ y^j schneiden, 
liegen auf einer gleichseitigen Hyperbel, 
der Hyperbel des ApoUonius (von Pergae). 

[Aus 5 folgt : c* X y -|- b* X y^ — a* y x^j = 0. 

Aufgabe 25. Die Hyperbel des ApoUonius geht durch 
den Punkt A und das Centrum der Ellipse, ihre Asymptoten 
sind den Achsen der Ellipse parallel, Koordinaten ihres 
Centrum? 

Aufgabe 26. Die Centren der Apollonischen Hyperbeln, 
der Punkte Einer Geraden, liegen wieder auf einer Geraden. 

Aufgabe 27. Die Gleichung der in der Mitte einer 
Sehne auf der Sehne Normalen aufzustellen, der Sehnen- 
Normale. 

Aufgabe 28. Die Fufspunkte der Sehnen-Normalen, 
welche durch denselben Punkt gehen, liegen auf der 
Apollonischen Hyperbel des Punktes. 

Die Appollonische Hyperbel desselben Punktes (Poles) 
bleibt für alle homothetischen Ellipsen konstant. 

Aufgabe 29. Die Normalen in den Ellipsen- 
sehnen, welche in den Punkten der Hyperbel 
halbiert werden, schneiden sich im Pole der 
Hyp erbel. 

Aufgabe 30. Drei Fufspunkte der vom selben Punkt 
ausgehenden Normalen und der diametrale des vierten 
liegen auf einem Kreise (dem Kreise von Joachimsthal). 

[Wird in di^ Gleichung 5 a) statt sin und cos die 

Tangente t von—« als Unbekannte eingeführt, so giebt die 

Gleichung 5 a): 

byot* + 2(axo + c«)t« + 2(axo-c«)t-byo = 0, 

alsotg^tg|-tg|-t^ = -l, 

tg^ + tg^ + tg|-tg|- + ... = 0. 
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«1 + «2 + «8 + «4 = 2 n TT + TT, 

wählt man statt irgend eines Punkts, z. B. e^, seinen dia- 
metralen e' = e^-\-7tj so ist e' -\- e^ -\- €^ -\- e^ = 2n tv nnd 
der Satz bewiesen.] 

Aufgabe 31. Die Gleichung des Kreises von 
Joachimsthal. 

[Nach Casey-Neuberg; man beseitigt eine der 

Lösungen, z. B. x* y ' { c^ . Man hat 

(x-x')(y + ^) + (y-y')(x-^) = 0, 

(x-x')(y' + ^) + (y-y')(x'-^) = 0, 

WO X, y die Koordinaten eines der 3 andern Fufspunkte 
sind, weil x { y und x' | y' Ellipsenpunkte sind, ist 

(X-X-)(X + X0 (y-/)(y + yO _ 

a* "^ b« ~ 

Berechnet man x — x' und (y — y') aus der zweiten 
und dritten Gleichung und setzt die Werte in die erste 
Gleichung, so erhält man 

a)x« + y« + xx' + yy'-u(^ + -^ + l) = 0, 
wo u = a« + ^ = b«+^ ist. 

y ' x' 

Die Form a) rührt von Laguerre her, der Faktor 
von u ist die Form der Tangente va dem x' y' dia- 
metralen Punkt Q. 

Aufgabe 32. Laguerrescher Satz: Der Joachimsthal- 
sche Kreis geht durch den Fufspunkt des vom Centrum auf 
die Tangente in Q an die Ellipse gefällten Lots. 

pDer Kreis um M Q als Durchmesser schneidet jede 
durch Q gezogene Gerade im Fufspunkte des von M auf 
die Gerade gefällten Lots.] 

Aufgabe 33. Fällt man von einem festen Pol auf 
die Durchmesser der Ellipse die Lote, so ist der Ort des 
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Schnitts der Lote mit den konjugierten Durchmessern, die 
Hyperbel des Poles. 

[Aufgabe 29.] 

Aufgabe 34. Satz von Fr ö gier. Die Sehnen, welche 
von einem festen Punkt A der Kurve unter rechtem Winkel 
erscheinen, schneiden die Normale von A im selben Punkt. 

[Sei A j Tj der feste Punkt, die Sehne J €j ; €3 ; 

2 ■~^' 2 "~ 

Wir haben die Gleichung der Normale von A aus 
5 a), die Gleichung der Sehne 4 a) und aus Aufgabe 20, 
e^ cos (?y -j- ju) = (a^ + b*) cos v, und erhalten für den Schnitt 
der Sehne und der Normale leicht 

c* a cos 1^ . c* b sin iy 

^'— a« + b« ~^^'' 7^ — — a« + b^ - — ^y- 

Der Satz gilt fttr alle Kegelschnitte. 

Aufgabe 35. Ort des Frögierschen Punktes B, wenn 
A die Kurve durchläuft. 

Aufgabe 36. Die Polare des Punktes B ist der 
Tangente in A antiparallel in Bezug auf die Achsen; die 
Geraden vom Centrum nach A und B liegen symmetrisch 
zu den Achsen. 

Aufgabe 37. Die Polare von B umhüllen die homo- 
thetische Kurve mit dem Achsenverhältnis a,' : sl = L 

Aufgabe 38. Die Normalen des Punktes Pjx'y' 

schneiden die grofse Achse in Q { c^ x'/a® und die kleine 

in R { 0, — c^y'/b*. Die Punkte PR und die Brennpunkte 
sind konzyklisch. 

Aufgabe 39. Der Durchschnittspunkt K zweier auf- 
einanderfolgenden Normalen (Erümmungscentrum, vgl. 
Kissoide) hat die Koordinaten 

c^ „ — c* . « c^x^ — c^y* 

Der Ort der Kjümmungscentren, die abgewickelte 
Kurve hat die Gleichung? 

[Zur Bestimmung von K haben wir die Gleichungen 5 a) 
und a X cos « -f- ^ 7 sin e = c* cos 2 e, weil, wenn d sehr 
klein, sin (J = rf und cos d = 1.] 
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§ 44. Die konjugierten Durchmesser. 

Die konjugierten Diameter sind im § 30 behandelt, 
die Einfachheit der Hauptform gestattet mühelos die Resultate 
nachzuprüfen. 

Aufgabe 1. Aus der Gleichung 4) der Sehnen abzu- 
leiten, dafs die Mitten § rj paralleler Sehnen auf einem Durch- 
messer, dem konjugierten liegen. 

Aufgabe 2. Die Relation zwischen den Richtungs- 
winkeln & und S'' konjugierter Durchmesser abzuleiten. 

Aufgabe 1 giebt: 

6) tg ^ tg ^' = — ^ 



a 



2 



Gepaarte Durchmesser der a^Ellipse bilden 
also eine (elliptische) Involution (vgl. S. 57 A. 14). 

Aufgabe 3. Gepaarten Durchmessern entsprechen im 
Hauptkreis zwei aufeinander senkrechte Durchmesser. 

[Man kann auch umgekehrt 6) aus der Aufgabe 3) ab- 
leiten.] 

Folgerungen aus 6) 

1) Der Quotient rechts ändert sich nicht, wenn beide 
Achsen den gleichen Faktor X erhalten. Fafst man M als 

Ahnlichkeitscentrum und bildet 
die Ebene, in der die Ellipse 
liegt, von M aus im Grund- 
verhältnis l ähnlich ab, so ent- 
spricht der Ellipse um M mit 
den Halbachsen a und b die 
Ellipse mit den Halbachsen 
Aa und Ab; konjugierte 
Durchmesser der von 
M aus homothetischen 
Ellipsen sind als gerade Linien identisch, und 
folglich sind die beiden Abschnitte jeder 
Sekante zwischen solchen Ellipsen einander 
gleich. 

Vi V» 

2) Wenn tg ^ = -| , so ist tg ^' = ; d. h. diese 

a a 

beiden Durchmesser liegen symmetrisch zu 
den Achsen und sind die Diagonalen des in 




Fig. 69. 



§ 44. Die konjugierten Durchmesser. ' 239* 

den Endpunkten der Achse umgeschriebenen 
Parallelogrammes, sie haben gleiche Länge. 

3) Der Gleichung 6) läfst sich, wenn ^' — ^ = w 
(Fig. 59) die Form geben: 

6a) cos w = e^ cos & cos S^', 

Aufgabe 4. Die Länge des Durchmessers a'l^ zu 
bestimmen. 

. cos^ d' ^_ sin^ d' 1 1 — e* cos^ S" 

Aufgabe 5. Durchmesser, welche symmetrisch zu den 
Achsen liegen, sind gleich. 

Aufgabe 6. Für je zwei aufeinander senkrechte 
Durchmesser (Halbmesser) ist die Summe der Quadrate der 
reciproken Längen konstant. 

Aufgabe 7. Sind x^, y^ und — x^, — y^ die End- 
punkte eines Diameters, so sind die des konjugierten 

a , b 

Aufgabe 8. Aus den Gleichungen 6, 6a, 7 die 
Formeln des ApoUonius (vgl. § 30 S. 112 etc.) 

a'2-f-b'2 = a2 + b^ a'b' sin w = ab 

zu beweisen, und die Längen eines Paars konjugierter 
Durchmesser aus ihrem Winkel w zu berechnen. 

Aufgabe 9. Die Sehnen, welche vom Centrum aus 
unter rechten Winkeln erscheinen, umhüllen einen Kreis. 

[Gleichung der Sehne, wenn u und v die reciproken 
Halbachsen sind, xu-f-yv — 1 = 0; Abstand des Centrums, 
d^ = (u^ + '^^) ~ * konstant nach Aufgabe 8. 

Aufgabe 10. Aus der affinen Verwandtschaft zum 
Hauptkreis direkt die Gleichung 

X* y^ 

abzuleiten, wo sich x und y auf die gepaarten Diameter 
2 a', 2 b' als Achsen beziehen. 

Aufgabe 11. Wenn sich x und y auf die Haupt- 



4 
4 
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achsen, x' und y' auf ein Paar konjugierter 2 a', 2 b' be- 
ziehen, gilt für jeden Punkt der Ebene 



a* ' D* a' 

Aufgabe 12. Verbindet man einen Punkt der 
Kurve mit den Enden eines Durchmessers, so 
gehören dieSehnen konjugierten Richtungen 
a n [Hauptkreis oder tg q) tg qp']. 

Aufgabe 13. Bewegt sich die Spitze eines Dreiecks 
bei fester Grundlinie so, dafs das Produkt der Tangenten 
der Basiswinkel konstant ist, so beschreibt sie eine Ellipse. 

Aufgabe 14. Ändert man bei beliebiger Lage und 
Bichtung der Achsen alle Ordinaten eines Kreises in festem 
Verhältnis, so ist der neue Ort eine Ellipse. 

Aufgabe 15. Dreht man alle Ordinaten eines Kreises 
in Bezug auf einen festen Durchmesser als X Achse um 
einen konstanten Winkel und ändert sie zugleich alle im 
gleichen Verhältnis ab, so ist der neue Ort eine Ellipse. 

Aufgabe 16. Jede Tangente schneidet die parallelen 
Tangenten im Endpunkte eines Durchmessers in Punkten, 
welche mit dem Centrum ein Paar konjugierter Durchmesser 
bestimmen. 

Aufgabe 17. Das Produkt aus den Ab- 
schnitten einer Tangente zwischen je zwei 
zugeordneten Durchmessern ist konstant und 
gleich dem negativen Quadrat des der 
Tangente parallelen Halbmessers. [Die Durch- 
messer sind in Involution, Berührungspunkt ihr Gentrum.] 

Aufgabe 18. Der Ort der Ecken der in den End- 
punkten je zweier konjugierter Durchmesser umschriebenen 

Parallelogramme ist die homothetiscbe Ellipse — y + -o" = 2. 

a u 

[Aufgabe 11.] 

Aufgabe 19. Wenn die Hauptachsen gegeben sind, 
das Paar, das den spitzen Winkel w einschliefst, zu 
konstruieren. 

[Die Fokalachse geht durch die spitzen Winkel der 
Konjugierten, die Tangente im Scheitel werde von ihnen 
in P und Q getroffen, dann ist (Aufgabe 17)0P.0Q = — b*. 
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trägt man also Yon aus auf der Fokalachse nach beiden 
Seiten a ab bis A und B, so liegen A B P Q auf einem 
Kreis. Die Länge von PQ ist leicht zu konstruieren als 
dritte Seite eines Dreiecks, dessen Seiten a und b den 
Winkel qp einschliefsen, bestimmt durch cos q) = cot w.] 

Liegt die Ellipse gezeichnet vor, so hat man nur über 
der grofsen Achse nach Aufgabe 12 den Peripherie winkel- 
kreis 180 — w zu schlagen; man sieht, dafs 180 — w am 
gröfsten, w also am kleinsten, für die gleichen Diameter 
ist, sowie auch, dafs es zwei Paare generaliter giebt, so 
dafs die Längen a' und b' sich vertauschen, symmetrisch 
zu den Achsen. 

Aufgabe 20. Wenn ein Paar Achsen gegeben ist, die 
Hauptachsen zu konstruieren. 

1) Fig. 60. Die Tangente im Endpunkte E werde von 
der Fokalachse in A und 
der kleinen Achse in 
B geschnitten, dann ist 
EA.EB gleich— MC«. 
Errichtet man in E auf 
der Tangente das Lot 
und trägt nach beiden 
Seiten MC ab, so liegen 

D G A B auf einem 
Kreise, der durch M 
geht, weil AMB ein 
Bechteck. Man hat also 
nur nötig, um M D G den 
Kreis zu schlagen uud 
durch E die Mittelsenkrechte zu ziehen, welche den Kreis 
in A und B trifift, so sind MA und MB die Achsen. 

Kaum weniger einfach dürfte die folgende Kon- 
struktion sein. 

Man konstruiert das zum gegebenen symmetrische Paar, 

indem man um M mit b' einen Kreis konstruiert, der die Gerade 
y a'« ya 

— = — ^— Tg — cos w schneidet. Die Halbierungslinien des 
X z a 

Winkels zwischen b' und der gleichlangen /?', sind dann der 

Lage nach die Achsen. 




Fig. 60. 



Simon, Geometrie der Ebene. 
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§ 45. Brennpanktseigensehaften. 

Unterscheidet man die Brennpunkte, wie in Fig. 56 als F 
und V und die Brennstrahlen von F und F' nach dem beliebigen 

Punkt P der Kurve als q und 
q'j so ist Fig. 61 (wenn -{-x 
nach rechts) ^' = e (M G' — x) 
= a — xe und ebenso ^ = a 
-^xe, somit 

"'• "• 9) ^ + ^' = 2 a. 

Die Summe der Brennstrahlen ist konstant und 
gleich der grofsen Achse. 

Bezeichnet man den Winkel PFS' mit % so ist 
X — ae=^' cosqp; xe = ep' cosg?-|-ae^, somit ^'(1-j-e cos qo) 
= a(l — e^). Es ist aber a(l — e'2) = eF'G = p, wenn 
p die Ordinate durch den Brennpunkt (Hauptachsen) be- 
deutet. 2p heifst Parameter (latus rectum), also 

10) ^' = -^ = r. 

^ 1 + e cos (jp 

Dies ist (vgl. S. 196) die Polargleichung (mit entgegen- 
gesetzter Achsenrichtung). 

Setzt man in 10) für (p ein q/ = 180 -j- % so ist 
cos y' = — cos (jp, also: r-^-|-r'""^ = 2p'"^ 

Das harmonische Mittel aller Sehnen-Abschnitte 
durch einen Brennpunkt ist konstant. 

Aufgabe 1. Das Rechteck aus den beiden 
Brennstrahlen eines Kurvenpunkts ist gleich dem 
Quadrat des konjugierten Halbmessers. 

Die Formel 9) wird meist ausgesprochen: 
Die Ellipse ist der Ort aller Punkte, für welche 
die Summe der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

Der Satz giebt die mechanische Erzeugung der Ellipse, 
man schlingt um zwei feste Stifte lose einen Faden^ und 
bewegt eine einschneidende oder abfärbende Spitze so 
am Faden entlang, dafs der Faden stets gespannt bleibt. 
Geometrisch gestattet der Satz, wenn F und F' und 2 a ge- 
geben, die Konstruktion beliebig vieler Kurvenpunkte; 
(Dreieck aus der Basis, einem Winkel an der Basis und der 
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Summe der beiden andern Seiten.) Man schlägt nm F mit 
2 a einen Kreis, verbindet einen beliebigen Punkt ^ des 
Kreises mit F' und F und zieht zu F<jp' die Symmetrie- 
achse, welche Y<p im Kurvenpunkt P schneidet. Diese 
Achse ist die Tangente in P (vgl. A. 3 § 43), denn da sie 
den Aufsenwinkel des Dreiecks F P F halbiert, so ist, wenn 
sie die Hauptachse in T schneidet, F T : FT = p' : ^ 

= (a — xe) : (a -f xe) und somit y (FT + F T) (oder ^ 

= a« : x oder x» x = a^ d. h. aber nach A. 7 § 43 T P ist 
die Tangente. Wir haben also die Sätze: 

1) Die Gegenpunkte Eines Brennpunktes in 
Bezug auf alle Tangenten liegen auf dem um den 
andern Brennpunkt mit der Hauptachse geschlagenen 
Kreise. 

2) Die Fufspunkte aller Lote von den Brenn- 
punkten auf die Tangenten liegen auf dem Haupt- 
kreis. 

Aufgabe 1. Die Normale eines Punkts der 
Ellipse halbiert den Winkel zwischen den zu- 
gehörigen Brennstrahlen. 

Licht-, Schall-, Elektricitäts-Strahlen, welche von einem 
Focus ausgehend einen Kurvenpunkt P treffen, werden im 
andern wieder vereinigt. 

Aufgabe 2. Von einem Punkt aufserhalb Q 
an die Ellipse die Tangente zu ziehen. 

(2 Lösungen, je nachdem man Satz 1 oder 2 benutzt.) 

Aufgabe 3. Die beiden Tangenten von Q 
bilden mit den Brennstrahlen nach Q gleiche 
Winkel. 

Aufgabe 4. Mittelst dieses Satzes Aufgabe 14 § 43 
zu beweisen. 

Aufgabe 5. Das Stttek einer beweglichen Tangente 
zwischen zwei festen erscheint vom Brennpunkt aus unter 
konstantem Winkel. 

Aufgabe 6. Die Brennstrahlen von einem Focus nach 
den Berührungspunkten zweier Tangenten bilden mit den 
Tangenten gleiche Winkel. 

Aufgabe 7. Die 4 Brennstrahlen nach 2 Punkten der 
Kurve sind Tangenten des Kreises, dessen Gentrum dei Pol 
der Sehne ist. 

16* 
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Aufgabe 8. Verschiebt sich zwischen den Brenn- 
strahlen einer Ellipse eine Linie von konstanter Länge and 
Bichtung, so besehreibt der Klreuzungspunkt der Wechsel- 
strahlen eine homothetische Ellipse. 

[Man zieht durch den Kreuzungspunkt P' die Parallelen 
zu den Brennstrahlen, so sind G und 6' die neuen Brenn- 
punkte, ist P' der Schwerpunkt des Dreiecks, so ist das 
Achsenverhältnis 2 : 3. 

Aufgabe 9. Sind die Längen der Tangente von Q 
gleich T und t\ die Brennstrahlen nach Q gleich q und q 
und die der Tangenten parallele Halbmesser a' und b', so ist 

TT -[- a b = ^^ . 

Aufgabe 10. Bleibt für ein Dreieck die Basis fest, 
desgl. die Summe der beiden andern Seiten, so beschreibt die 
Mitte des Inkreises und die Mitte des Ankreises der Basis 



Ellipsen [tg Y tg |- = -^-Y^]. 



Aufgabe 11. Ort der Centren der beiden andern 
Ankreise. 

Aufgab e 12. Ist für ein Tangentendreieck der eine Brenn- 
punkt Höhenpunkt, so ist der andre die Mitte des Umkreises. 

Aufgabe 13. Eine EUipse aus 3 Tangenten und 
einem Brennpunkt zu konstruieren [Satz 2]. 

Aufgabe 14. Eine Ellipse aus 3 Punkten und einem 
Focus zu konstruieren. 

[Apollonische Aufgabe, Kreis, der 3 sich im selben Punkt 
schneidende Kreise umschliefsend berührt.] 

Im übrigen läfst sich das betreffende Aufgabenmaterial 
für die Parabel, welche die Ellipse mit der gröfsten 
Excentricität ist, hier verwerten. 



§ 46. Die Hyperbel. 

Die Hyperbel war die C^, für welche a^g < 0, die 
Asymptoten reell, die Excentricität e > 1, die Konstruktion 
von Kurvenpunkten, mittelst des Apollonischen Kreises, so- 
wie die Gleichung 1 § 4 bleibt bestehen; da aber 1 — e^ < 0, 
so setzen wir a^ (1 — e^) = — b^ und erhalten als Gleichung 
der Hyperbel für das Centrum M als Ursprung, die Ver- 
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bindüng der reellen Brennpunkte als X Achse, die Senk- 
rechte in M als Y Achse 

2 ^2 



1) 



X 



a 



2 



In Linienkoordinaten 



2) 



a^u^ 



= 1. 



b2v2 = — 1. 



Die Hyperbel unterscheidet sich von der Ellipse also 
nur dadurch, dafs b^ durch — b^, d. h. b durch bi ersetzt 
ist, sie kann als Ellipse mit imaginärer Nebenachse ange- 
sehen werden. Die Sätze, die fttr die Ellipse gelten, bleiben 
mit Verwandlung von b^ 
in — b^ bestehen, so z. B. 



/2 



a 



>2 




ist a'2- 

etc. Ebenso erleidet das 
Aufgabenmaterial nur ge- 
ringfügige Veränderung, 
die wir dem Leser über- 
lassen. Wie die Ellipse die 
afiQne Kurve des Haupt- 
kreises ist, so ist die 
Hyperbel die affine Kurve 

der gleichseitigen 
Hyperbel x2—y2=a^ 
deren Geometrie ganz 
ebenso elementar wie die 
des Ej:eises abgeleitet 
werden kann [vgl. Mili- 
nowski Element. Synth. 
Geom. der gleichs. Hyp. 
Leipz. 1883]. 

Entscheidend für die selbständige Behandlung ist die 
grofse gestaltliche Verschiedenheit und ganz besonders das 
Auftreten der Asymptoten (vgl. § 31). Die Kurve 
(cf. Fig. 62) liegt ganz aufserhalb des Parallelogramms 
(-|-a, -f-h) etc. Die Gleichungen der Asymptoten sind (vgL§ 31) 



Fig. 62. 



3) 



X 

a 



b 



0; - + T- = o. 

' a ' b 



Nennt man die Winkel, welche sie mit der Fokalachse 
bilden, q) und i//, so haben wir 
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tg9> = — ; ^s^ = — —j 

also cos® g> = cos® i/; = e " 2. 

Die Asymptoten sind (vgl. 2) anzusehen als 
die Tangenten von M an die Kurve bezw. als 
die Tangenten der Kurve in den unendlich 
fernen Punkten. Man kann auch direkt aus 1) sehen, 
dafs, wenn x und y über jedes Mafs wachsen, 1) gegen x 
und y verschwindet und die Gleichung 1) tibergeht in 

^-^ = oder(^ + ^)(^-X)=.o,d.h.alBO 

die Kurve geht im Unendlichen über in das System 
der beiden Asymptoten. Die Kurve besteht aus zwei 
getrennten Asten, die sich ins Unendliche erstrecken. Wir 
haben uns den Verlauf so zu denken, dafs, wenn ein Punkt 
vom Scheitel S' aus die Hyperbel durchläuft, und sich zuerst 
auf dem rechten oberen Zweig bewegt, er im Unendlichen 
auf die Asymptote der Richtung q> gelangt, von da aus in 
den linken unteren Ast gelangt, zurück zum Scheitel S 
kommt, von da auf den linken oberen Ast ins Unendliche 
auf die Asymptote der Richtung ^p gelangt, auf ihr in den 
rechten unteren Ast zurück nach S' kommt. Die Hyperbel- 
zweige hängen, heifst dies, so zusammen, dafs im Unend- 
lichen der rechte obere mit dem linken unteren zusammen- 
hängt, und (im 2. unendlich fernen Punkt) der linke obere 
mit dem rechten unteren. 

Man kann das Asymptotenpaar auch ansehen als eine 
Hyperbel, welche der gegebenen homothetisch (ähnlich 
und ähnlich liegend, Ähnlichkeitscentrum M) im Grund- 
verhältnis 0. Die Gleichung der homothetischen Hyperbel 

X® y® 
für das Grundverhältnis d läfst sich schreiben — «- — ^ = d^ 

a® b® 

und geht, wenn d = in die des Asymptotenpaares über. 

Damit ist zugleich bewiesen: 

Jede Sehnenschaar der Hyperbel wird zwischen 
den Asymptoten von dem der Schaar konjugierten 
Durchmesser halbiert. 

Satz 1. Die Abschnitte jeder Sekante 
zwischen der Hyperbel und den Asymptoten 
sind gleich. 
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Da für ein Paar konjugierter Durchmesser die Be- 
ziehung gilt 

4) • tg^tg^' = ^ 

a 

sind sowohl tg^ (p als tg^i/; = — y ist, so fällt in jeder 

Asymptote ein Paar konjugierter Durchmesser zu- 
sammen. 

Die Achsen halbieren die Winkel zwischen den 
Asymptoten und es ist tg^ qp = tg ^ tg ^' also (S. 57 A. 14). 

Jedes Paar konjugierter Durchmesser wird 
durch die Asymptoten harmonisch getrennt. 

Man kann dies auch direkt nachweisen. Die Gleichungen 
der Asymptoten sind 

= U, = y-x^; U,=y + xA=.o, 

die eines Paars konjugierter Durchmesser: 

= Ug = y — X tg i9^. = U^ = y — X tg ^'. 

Da alle 4 Geraden durch M gehen, so ist 

U3 = U,-AU,;U,=U,-A/U„ 

b^ 
voraus, weil tg 19- tg ^' = — y sofort folgt: A -f- /e = 0, d. h. 

a 

aber (vgl. S. 56) die 4 Geraden bilden ein harmonisches 

Büschel. Damit ist auch bewiesen, dafs jede Sehne zwischen 

den Asymptoten von ihrem Durchmesser halbiert wird und 

ebenso der Satz: 

Alle Tangenten werden zwischen den 
Asymptoten im Berührungspunkt halbiert. 

Die Durchmesser der Hyperbel bilden also eine 
Involution, deren Hauptstrahlen die Asymptoten 
sind (hyperbolische Involution). 

Da tg ^ tg ^' = b^ : a^, so sind d' und d-' entweder 
beide spitze oder beide stumpfe Winkel, d. h. die positiven 
Zweige eines Paares konjugierter Durchmesser liegen stets 
auf derselben Seite von -\- X bezw. + Y. Ist | tg ^ | < b : a |, 
so ist I tg^' I > |b : a I und v. v., man kann aber stets die 
Richtungswinkel, für welche | tg ^ | < | b : a | mit & und die 
andern mit ^' bezeichnen. 



248 Vin. Die eigentlichen Kegelschnitte in spezieller Behandlung. 



Aufgabe 1. Eine Gerade u, v schneidet die Hyperbel, 
wenn a^ u^ — b^ v^ — 1 -< 0. 

Aufgabe 2. Nur die Durchmesser der Schar 
& schneiden die Hyperbel. 

Aufgabe 3. Die Durchmesser der Schar &' werden 
von der Schar & durch die Asymptoten getrennt. 

Für ihren Endpunkt x, y ist x = b' cos ^'; y = b' sin &' 
also: cos«^': a^ — sin^ &' : h^ = V-^= —ß'^ also b'=/!? i. 
Es haben also nur die Durchmesser der Schar d' bestimmte 
Länge 2 a', man setzt die Länge der andern gleich 2ß. — 
Die Durchmesser &• füllen die Asymptotenwinkel aus, welche 
von der Fokalachse halbiert werden, in ihnen liegt die 
Hyperbel, während die Schar &' die Winkel, welche die 
Nebenachse halbiert, ausfüllt. Wächst -3- von bis rp, so 
nimmt ^' ab von 90 bis qp; nimmt ^' zu von 90 (genauer 
90 4" 0) bis yjy so nimmt O^ ab von 180 bis ip. 

Aufgabe 4. Die Geraden, welche einem 
Durchmesser der Schar ^parallel sind, schnei- 
den beide Äste der Hyperbel; die der Schar ^' 
parallelen schneiden oder berühren nur Einen 
Ast oder schneiden gar nicht. 

Aufgabe 5. Trägt man auf den Durchmesser der 
Schar ^' nach beiden Seiten von M aus ihre Halblängen ß 

ab, so ist der Ort der Endpunkte 
die Hyperbel. 




2 



X 

a' 



2 



1. 



Diese Punkte bilden 
also eine Hyperbel, für 
welche die alte Haupt- 
achse zur Nebenachse, die 
Nebenachse zur Haupt- 
achse geworden ist, sie 
heifst: die konjugierte. 

Die Konjugierte liegt ganz im 
Scheitel winkelraum 180 — 2% die 
Figur 63 stellt sie punktiert dar, 
ihre konjugierten Durchmesser sind 
der Lage nach mit denen der ersten Hyperbel identisch, 
nur sind schneidende und nicht schneidende, Haupt- und 



Pig. 63. 
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Neben -Durchmesser vertauscht. Die Beziehung ist eine 
gegenseitige, die Brennpunkte behalten ihren Abstand von 
M, da a® e^ == a* -j- b^ ist, liegen aber auf der Y-Achse. 

Die Sätze tlber die ein- und umgeschriebenen Parallelo- 
gramme der Ellipse behalten ihre Gültigkeit, wenn man die 
Endpunkte der Nebendurchmesser durch die betreffenden 
Punkte der konjugierten Hyperbel ersetzt. 

Die Brennpunktseigenschaften ändern sich gegen die 
Ellipse nur insofern, als z. B. für den rechten (-f-X) Ast: 

^' = xe — a; 9 = xe4-a a'so ^) Q — ^' = 2a, d.h.: 

Für die Hyperbel ist die Differenz der 
Brennstrahlen konstant. 

Aufgabe 6. Die Tangente halbiert die nach 
der Kurve gerichteten Winkel der Brenn- 
strahlen. 

Läfst man imaginäre Winkel zu, bezw. führt man statt 
der cyklischen trigonometrischen Funktionen die hyper- 
bolischen ein, so ist C h a = cos (a i); S h or = (sin a i) i ~ ' 
und wenn wir a i = c setzen, haben wir x = a cos c, y = b i 
sin« und die Rechnung gestaltet sich wie bei der Ellipse, 
man kann aber die Einführung des Imaginären vermeiden 

a 

und setzen x = pr-, y = btffQ. 

cosQ' "^ ° 

Aufgabe 7. Den Winkel Q eines gegebenen Punktes 
zu konstruieren. 

Aufgabe 8. Hat der positive Zweig (d. h. Drehung 
von -f- X um ;?' im positiven Sinne) von a' die Koordinaten 
Xj y^, die Koordinaten des Endpunktes von -|- b' zu finden. 

Aufgabe 9. Die Strecke von einem Punkte P der 
Kurve bis an eine Leitlinie parallel zu einer Asymptote ist 
gleich dem zugehörigen Brennstrahl des Punktes 

[^' =r: x' e — a; s = (y' — ye) : sin qp = (x' — x«) : cos g) 

= (x' — ae""*)e]. 

Aufgabe 10. Die Länge dieser Strecke bis zur andern 
Asymptote. 

[Von einem Punkt rechts in der Richtung y : (x' : 2 cos q)} 

-j- (y ' : 2 sin q>) in der Richtung ip: (x : 2 cos qp) — (y : 2 sin (jp).] 
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Aufgabe 11. Das Produkt aus den in der 
Richtung der einen Asymptote bis zur andern 
gemessenen Strecken ist konstant. 

Aufgabe 12. Diesen Satz durch Koordinatentrans- 
formation abzuleiten. 

[Nehmen wir für +X' den rechten untern Strahl der 
Asymptoten und für -f- Y' den rechten oberen , so ist 

<vgl. § 10.) 

X = (x' -f- y') cos qp; y = (y' — x') sin cp und da 

cos^ q) sin^ cp 1 

6) x' y' = (a^ + b^) 4 = -^ c 2 = p2 

^Is Gleichung der Hyperbel bezogen auf die 
Asymptoten als Achsen (vgl. S. 148). 

Es ist 6) die einfachste Form von G(8); da auch 
p^ sin 29) konstant, so sagt 6) aus: 

Zieht man durch einen Punkt der Hyperbel 
die Parallelen zu den Asymptoten, so schliefsen 
sie mit den Abschnitten auf den Asymptoten 
Parallelogramme von konstantem Inhalt ab ein. 

Jede Tangente schneidet von dem Asym- 
ptotenwinkel, in dem die Kurve liegt, ein 

Dreieck vom konstanten Inhalt— ab ab. 

Aufgabe 13. Die gleichseitige Hyperbel aus einer 
Asymptote und einem F zu konstruieren. 

[Die Excentricität ist Y2^ die Asymptoten stehen auf 
einander senkrecht und haben von F den Abstand a bezw. b.] 

Aufgabe 14. Eine Hyperbel aus den Asym- 
ptoten und einem Punkt zu konstruieren. (S. 1.) 

Aufgabe 15. Bewegt sich eine Hyperbel, so dafs ihre 
eine Asymptote fest bleibt, so gehen die Polaren eines festen 
Punktes f ij durch einen festen Punkt. 

[Die bewegliche Asymptote kann sich nur parallel ver- 
schieben, also die Gleichung einer beliebigen der Schaar 
y(x — T) = p-; Gleichung der Polaren des Punktes 

§iy:xi;4-yg--2p2 — T(y + i;) = 0. 
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Aufgabe 16. Gleichung der Ellipse, welche dieselben 
Brennpunkte hat und durch einen Punkt P der Hyperbel geht. 

Aufgabe 17. Der Ort der Punkte, welche eine Schar 
paralleler Sehnen eines Kreises so teilen^ dafs die Summe 
der Quadrate der Abschnitte konstant, ist eine gleichseitige 
Hyperbel. 

Aufgabe 18. Die Gleichung der Geraden, welche die 
Enden zweier konjugierter Halbmesser verbindet (also einen 
Punkt auf der gegebenen und seinen konjugierten auf der 
konjugierten Hyperbel.) Die Gerade ist parallel 
einer der Asymptoten. 

Aufgabe 19. Die Hyperbel zu konstruieren, wenn 
zwei gepaarte Durchmesser gegeben sind. 

[Man konstruiere die Asymptoten nach Aufgabe 18, die 
Achsen halbieren die Winkel zwischen diesen, die Scheitel 
bestimmen sich durch S. 1.] 

Aufgabe 20. Wenn die Spitze eines Dreiecks, dessen 
Grundlinie fest ist, eine Hyperbel beschreibt, welche Kurven 
beschreiben die Centren des Inkreises und der Ankreise? 

Aufgabe 21. Das Produkt der Abschnitte einer Strecke 
zwischen einem Hyperbelpunkt und deren Asymptoten ist 
gleich dem Quadrat des parallelen Halbmessers. 

Aufgabe 22. Den Schnittpunkt einer Geraden mit 
einer durch ihre Asymptoten und einen Punkt gegebenen 
Hyperbel. 

[Aufgabe 21; Potenzsatz des Kreises; analoge Aufgabe 
fttr die Elüpse?] 

Aufgabe 23. Wie 22; Kurve durch eine Leitlinie, 
ihren Brennpunkt und e gegeben. 

[Bieis, der durch 2 Punkte geht, und eine gegebene 
Gerade unter gegebenem Centriwinkel schneidet.] 

Aufgabe 24. Aus 6) herzuleiten, dafs die Hypotenusen 
aller rechtwinkligen Dreiecke mit derselben Spitze, welche 
einer gleichseitigen Hyperbel eingeschrieben sind, par- 
allel sind. 

Aufgabe 25. Aus 6) herzuleiten, dafs die Höhen 
eines einer gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen Dreiecks 
sich auf der Kurve schneiden. 

Aufgabe 26. Wenn die Kurve durch ihre Asymptoten 
und einen Punkt gegeben ist, ein Paar Durchmesser zu 
konstruieren, welche einen gegeben Winkel einschliefsen. 
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Aufgabe 27. Zwei gepaarte Diameter schneiden auf 
jeder Tangente vom Berührungspunkt aus Strecken ab, 
deren Produkt gleich dem Quadrat des der Tangente 
parallelen Halbmessers ist. 

Aufgabe 28. Gegeben zwei sich schneidende Gerade 
und ein Punkt, zieht man durch den Punkt irgend eine 
Gerade und teilt die Strecke zwischen den festen Geraden 
in festem Verhältnis, so ist der Ort des Teilpunktes eine 
Hyperbel, deren Asymptoten den festen Geraden par- 
allel sind. 

Aufgabe 29. Die Bertihrungssehne zweier Tangenten 
ist das arithmetische Mittel zwischen den beiden Strecken, 
welche die Schnitte der Tangenten mit den Asymptoten 
verbinden. 

[Mittellinie im (überschlagenen) Trapez.] 

Aufgabe 30. Der Winkel, unter welchem das Stück 
jeder Tangente zwischen den Asymptoten vom Brennpunkt 
aus erscheint, ist konstant. 

Aufgabe 31. Wenn 2 Hyperbeln dieselben Asymptoten 
haben, und man von den Punkten der einen die Tangenten 
an die andere zieht, so sind die Berührungssehnen Tan- 
genten einer 3. Hyperbel mit denselben Asymptoten. 

Aufgabe 32. Bewegt sich eine Gerade, so dafs sie 
von einem Winkel ein Dreieck mit konstantem Inhalt ab- 
schneidet, so umhüllt sie eine Hyperbel. 



§ 47. Die Quadratur der Hyperbel. 

Das Parallelogramm aus den Asymptoten und den 
Parallelen zu ihnen durch einen Punkt der Kurve hatte den 
konstanten Inhalt a b, also sind auch ihre Hälften gleich, 
d. h. also die Dreiecke M R C, MAP und M B Q der Fig. 64 
sind flächengleich, damit folgt der Satz: 

Der Hyperbelsektor M ß P ist flächengleich dem 
Flächenstück zwischen seinem Bogen, der einen Asymptote 
und den Parallelen durch die Endpunkte des Bogens zur 
andern; CRPA. 

Diese Fläche CRPA bezeichnen wir als Hyperbel- 
trapez T, und wollen es quadrieren. 
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Es sei MA=:a; MB = /?; AB^ß — a = i. 

A B werde in n gleiche Teile geteilt, die Teilpunkte 
seien A^, A^ etc.; die Abscissen MA^; MA.^ etc. seien 
x^, Xg etc.; die zugehörigen Ordinaten 
y^, y^ ^*^- ^ ^^ Kurvenpunkte 
Pj , Pg etc. Da die Abscissen x von 
A nach B beständig wachsen, so 
müssen die Ordinaten beständig fallen. 
Der Inhalt jedes Hyperbeltrapet, 
z. B. des kten, liegt zwischen den 

Parallelogrammen aus Strecke 
Ak _ 1 Ak und yk _ j und aus Ak _ i Ak 
und yk. Sei Tk das Trapez, so 
haben wir, wenn d:n = (J 

yk _ 1 <5 sin 2 qp > Tk > yk ^ sin 2 gp. 

Somit mufs es auf dem Bogen 
zwischen Pk-i und Pk einen Punkt 

Qk geben { §k, ^k, so dafs i^k ^ sin 2 cp 
= Tk ist. 

Wird die Anzahl n der Teile ins 
Grenzenlose vermehrt, so fallen Ak _ i 
und Ak sowie yk _ i und yk mehr und 
mehr zusammen, schliefslich ist es 
erlaubt, jeden Zwischenwert 
zwischen yk-i und ykalsi^kzu 
brauchen. 

Es ist aber sowohl yk = p* Xk~ ^ 

als i?k = p^§k~^ und somit ist 

T = i:Tk 

d X 

Wir behaupten nun, dafs, wenn wir -p- = log — ^^— 

bk Xk _ 1 

setzen, |k stets zwischen Xk-i und Xk und somit auch tj^ 
zvdschen yk und yk _ i fällt. Es ist Xk und Xk _ i = 1 

d . . , , Xk 




Fig. 64. 



d 



= i? ^ <J sin 2 cp = p^ sin 2 (jp i: ^ 



+ 



n a + (k — 1) 

Xk 



_ = l-)-z, also log- = log(l+z) 

Q Xk_i 



oder log 



Xk-i 



= z 



+ 



rS 



also log (1 -}- zX z. 
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[Zu welchem Schlüsse man die Reihe selbst nicht einmal 

braucht] also §k>— ; §k>a + (k — 1)<J; §k>Xk-i. 

nz 

z^ 
Andererseits ist log (1 -f- z) > z —, also erst recht 

gröfser , , , , wenn na + k">2, d. h. a merklich 

^ na + kd' 1^7 

von verschieden, also 

> r^TT oder §k<Xk. 



n§k na-f-^^ 

d X 
Damit ist bewiesen, setzt man -=- = log und ist 

§k Xk _ 1 

n hinlänglich grofs und a von merklich verschieden, so 
liegt ijk zwischen jk und yk-i. Läfst man also n ttber 
jedes Mafs wachsen, so ist 

lTk = p^sin2(p(log^ + log^ + log^...log^)=T. 

7) T = p^sin2()plog-^ = i-ablog|-, 

also: 

Das Hyperbeltrapez ist gleich dem halben 
Rechteck aus den halben Hauptachsen multi- 
pliziert mit der Differenz der Logarithmen 
der Abscissen oder Ordinaten der Endpunkte. 

Der Hyperbelsektor ist gleich dem halben Rechteck 
aus den halben Hauptachsen, multipliziert mit der Differenz 
der Logarithmen der Projektionen seiner Radien auf die 
eine Asymptote in der Richtung der andern. 

Aufgabe 1. Der Sektor einer gleichseitigen Hyperbel^ 
deren Achse als Einheit (der Länge) angesehen wird, zwischen 

dem Sektor nach dem Scheitel und nach einem Punkt P j x y 
auf demselben Ast ist, wenn x{y sich auf die Hauptachsen 

beziehen : s = — log (x -(- y) ; x und y sind der hyperbolische 

Cosinus und Sinus des Arguments 2 s oder u. 
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§ 48. Konfokale Kegelschnitte. 

A u f g ab e 1. Aus der Liniengleichung des centralen C^ 
nämlich 1) = a® n^ + b® v^ = 1 (wo b^ auch negativ sein 
kann und a^^b^ ist) abzuleiten, dafs die Tangenten von 
einem der (reellen oder imaginären) Brennpunkte nach den 
imaginären Ereispunkten im Unendlichen gehen. 

Wir wählen z. B. Fjc, 0: alsdann ist u = c-i und 
v = ^iic~^ also der Richtungsfaktor — u:v = + i. 

Aus Aufgabe 1 folgt sofort: Kegelschnitte, welche die 
Brennpunkte gemeinsam haben (Parabel und Kreis als Grenz- 
fälle eingeschlossen) gehören einer Kegelschnittreihe (vgl. § 34) 
an, die 3 Paar Schnittpunkte der Gegenseiten, die drei aus- 
gezeichneten oder w. d. i. ausgearteten Kurven, sind: die 
reellen Brennpunkte, die imaginären, und die Kreispunkte 

(8i = l, Sj = 4:i, S3 = 0). 

Die Gleichung einer solchen Reihe ist in 
Punkt koordinaten 

^J a^ + p^b^ + p 

in Linienkoordinaten: 

2) (a^^p)u^ + (b^ + p)v^ = l, 

wo der Parameter p alle Werte von — oo bis -f- ^ durch- 
läuft, man kann daher annehmen, dafs der Kegelschnitt 
p==0, von dem man ausgeht, eine Ellipse sei. 

Aus 2) folgt unmittelbar, dafs f tir p = oo die Kurve in 
das Kreispunktepaar ausartet, da 2) sich schreiben läfst: 

(a^ u^ + b^ v^ — 1) + p (u^ 4- v^) = 

und wenn p über jedes Mafs grofs die erste Klammer gegen 
die zweite verschwindet. 

Um die Gleichung 1, welche fttr p = — oo einen Kreis 
mit imaginärem unendlichen Radius und für p = oo einen 
Kreis mit reellem unendlich grofsen Radius darstellt mit 2) 
in Einklang zu setzen; geht man auf homogene Koordinaten 

zurück, 1) giebt s?-|-82 = S3P ^^^ wenn man pSg endlich 
setzt, reduziert es sich auf s? -f- S2 = 0, und stellt die beiden 
cyklischen Punkte dar s^ = 1, s^ = + i, Sg = 0. 
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1) Ist p = — 00, 80 sind a^-[-p, b^-f"P l^^ide gleich 

p und 1) geht über in x^ -f- 7^ = — P bezw. s? + S2 = 
und stellt dann wie 2) das Kreispunktepaar dar. 

2) Ist p zwischen — 00 und — a-, so sind die beiden 
Hauptachsen imaginär, bezw. alle Tangenten, und die Kurven 
sind imaginäre Ellipsen. 

3) p == — a^, das imaginäre Brennpunktepaar. 

4) p zwischen — a^ und — b-; die X Achse reell, die 
Y Achse imaginär, Hyperbeln. 

5) p = — b^, das reelle Brennpunktepaar. 

6) p zwischen — b^ und +00; Ellipsen. 

7) p=:-[-oo, das Kreispunktepaar bezw. unend- 
lich ferner reeller Kreis der mit der unendlich fernen Geraden 
sich deckt, und dessen Tangenten also alle durch die 
cyklischen Punkte gehen. 

Die Gleichung 1) ist für p, wenn x und y gegeben sind, 
2. Grades, es gehen also generaliter durch jeden Punkt p 
zwei Kurven der Schar, sie erniedrigt sich nur, wenn P 
einer der ausgezeichneten 6 Punkte. Für p = -\- ao ist die 
Form L der Gleichung 1): 

L = (a* + p)(b^4-p)-x-Hb^ + p)-(a^ + P)y' 
positiv, für p = — b^ ist L negativ, für p = — a^ ist L 
positiv und bleibt es, wenn p unter — a® sinkt. Also 
Kegt eine Wurzel zwischen -f- 00 und — b^, eine zweite 
zwischen — b^ und — a^, wobei es vorkommen kann, dafs 
die Grenze — b^ mit der Wurzel zusammenfällt. Zählen 
wir das reelle Brennpunktepaar doppelt als Ellipse und 
Hyperbel, zwischen denen es den Übergang bildet, so 
sehen wir: 

Durch jeden reellen Punkt der Ebene geht 
von jeder Gattung je eine Kurve der kon- 
fokalen Schar. 

Zwei konfokale Kurven derselben Art 
schneiden sich nicht. 

Dagegen schneiden sich zwei Konfokale 
verschiedener Art stets. 

Die beiden letzteren Sätze lehrt schon der Augenschein 
(Fig. 65), aber sie lassen sich arithmetisch beweisen. Sei: 
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eine Ellipse, d. h. p zwischen -|-05 und — h\ und (J) wo 
für p die Letter q eintritt, eine Hyperbel, d. h. q zwischen 
— b* und — a^, eo giebt Subtraktion von «) and ß): 

^* (a^+p)(a' + q)"^0>' + p)0>* + q)^*^' 

Ans 3): y* = x*ju wo ^I>0, dann giebt «} x*i = l 
wo i > 0, also haben wir stets vier reelle aymmetrisoh za 
den Hauptachsen legende Schnittpunkte. 



Fig. M. 

Aufgabe 2. Ans G-leichnng 3) den Hauptsatz zu be- 



Zwei konfokale K^elschnltte sehneiden sich stets 
rechtwlnkl^. 

Die einfach unendliche Schar konfokaler C^ gehört 
also zu den Knrvensystemen, welche die Ebene mit unendlich 
kleinen Rechtecken überdecken, und da zu jedem Funkt ein 
Weit des p und q gehört, so kann man sie als Koordinaten 
des Punktes P ansehen, es sind die von Lam6 eingeführten 
Elliptischen. Die Gleichung L ^ 0, bestimmt zu jedem 
Punkt P seine elliptischen Koordinate von denen p zwischen 

Slmsn. Osometrie dar Ebene. 17 
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— 00 und — b^, q zwischen — b^ und — a^ liegen mufs, 
falls P ein reeller Punkt. Der Wert des p bestimmt die 
durch P gehende Ellipse, der des q die Hyperbel, die Grenze 

— b^ gehört zu beiden, die Grenze — a^ ist ausgeschlossen; 
die elliptischen Koordinaten sind beschränkt. Man mufs 
nun aus den elliptischen Koordinaten die orthogonalen be- 
stimmen. Es werde das variable p in L mit tz bezeichnet, 
dann ist L identisch mit {tz — p) (^ — q) wo p und q die 
Wurzeln von L = 0. Wir haben : 

pq = a*b2 — xH^ — y^a^; p + q = x2 + y2 — (a^ + b«), 
(a^_b^ = (-b^-p)(-b^-q); y^ = ^^zJQ. 



7' 



a« — b' 



L(-a^) 

^ '2 „2> 



b^ — a 



woraus sich, da y^ und x^ nicht < sein dürfen, die schon 
bekannten Beschränkungen für p und q wieder ergeben. 
Man sieht, dafs zu jedem zulässigen Werte von p und q 
sich 4 Systeme von x und y ergeben, und die Eindeutigkeit 
auch hier durch besondere Festsetzungen erzielt werden mufs. 

Aufgabe 3. Die Gleichung des Kreises in elliptischen 
Koordinaten [p -|- q = e. Konstanten]. 

Aufgabe 4. Die Gleichung des Direktorkreises in 
elliptischen Koordinated. 

Aufgabe 5. Die Kurve p q = konstant. 

Aufgabe 6. Interpretiere p — q = 0. 

Aufgabe 7. Die Kurve p — q = konstant = n 

[c* — 2 c^ (x« — y*) + (x' + 7^)^ = 4 n«J. 

Aufgabe 8. Aus 2) zu beweisen: Die Pole einer 
Geraden u'v' in Bezug auf eine kon fokale Schar 
liegen auf einer Geraden, welche auf u'v' senk- 
recht steht. 

Aufgabe 9. Diesen Satz mittelst Punktkoordinaten zu 
beweisen 

[u'x + v'y — 1 = 0U; x'lu'A«; y'jv'B^; 



c«=^ y 



u' V 

Aufgabe 10. Polaren, deren Pole in Bezug auf eine 
C* auf einer Kurve n Grades liegen, entsprechen in Bezug 
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auf jede koaxiale C^ Pole die auf einer Kurve n Grades liegen. 
Sei x'y der Pol von l in Bezug auf C^ja^b« und \^\r( 
der Pol von l in Bezug auf C'^ja'*; b'^, so ist 

Aufgabe 11. Anderer Beweis von Aufgabe 8 mittelst 
Aufgabe 10. 

Zieht man durch den Pol von X eine Normale v zu A, 

so ist i/j:^ — ^^ = A2 — B« = c2; ihr genügt x = §', 
IX y 

, , X a^ y b^ 

Aufgabe ISL Zieht man von einem Punkt P an eine 
von zwei konfokale» C* beide Tangenten P A und P B und 
an den zweiten eine Tangente P D, so wird der Winkel A D B 
oder sein Nebenwinkel von PD halbiert. 

[Aufgabe 8. Der Pol von P D in Bezug auf die erste 
Kurve liegt auf AB und auf der Normale von D; etc.] 

Aufgabe 13. Das Produkt der beiden Fokalachsen 

der durch P|x, y gehenden C* der konfokalen Schar ist 
— 4 c X, das der Nebenachsen 4 c y i. 

Aufgabe 14. Die Ellipse bezogen auf ihre beiden 

gleichen konjugierten Durchmesser, ist J4 (x^-j-y'^) = a^-|-b'; 
sie ist konfokal mit der Hyperbel 4xy = a^ — b*. 

[Die beiden gleichen Durchmesser vertreten bei der 
Ellipse die Stelle der Asymptoten bei der Hyperbel.] 

Aufgabe 15. Die Tangenten an zwei C^ der 
Schar vom selben Punkt Q schliefsen paarweise 
gleiche Winkel ein. (Vgl. A. 3 § 45.) [Die Brenn- 
strahlen bleiben konstant.] 

Aufgabe 16. Die Tangente an einen durch einen 
Punkt P gehende Kurve der Schar schliefst mit den Tan- 
genten von P an eine beliebige C^ der Schaar gleiche 
Winkel ein. Involutorisches Büschel. 

Aufgabe 17. Den Satz, die Tangente einer C* halbiert 
den Winkel der Brennstrahlen nach dem Berührungspunkte 
als Spezialfall des allgemeinen Satzes in A. 12 für die 
konfokale Reihe zu beweisen. 

17* 
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Aufgabe 18. Der Graves'sche Satz: Bewegt sieh P 
auf einer zu einer gegebenen Ellipse konfokalen Ellipse, so 
bleibt die Summe der Tangenten und des gröfseren EUipsen- 
bogens zwischen den Berührungspunkten konstant. 

[Fig. 66. Wenn sieh P kaum merklich auf der kon- 
fokalen Ellipse verschiebt nach Q, so kann P Q als Tan- 
gente in P und Q angesehen werden und macht nach Auf- 
gabe 16 mit den Tangenten von P bezw. Q an die gegebene 
Ellipse gleiche Winkel a resp. /?, also sind in den Dreiecken 




Fig. 66. 

P Q S und P Q T' die Differenzen der Basiswinkel gleich, 
also S und T' auf einer gleichseitigen Hyperbel deren Foci 
P und Q, also 

PT' — QT' = QS — PS; 

P S + P S' + SJ^' = QT' + QT + TS, 

"TS = ^'; 
PS + PS' + SS'=QT + QT + TT'. 

Man erhält also die konfokalen Ellipsen, welche 
gröfser als eine gegebene durch eine der gewöhn- 
lichen aus den Brennpunkten (vgl. S. 142 u.) ganz 
analoge Konstruktion.] 

Da auch die Tangente an die konfokale Hyperbel 
durch P die Winkel zwischen den Tangenten von P an die 
konfokale gegebene Ellipse (bezw. Hyperbel) halbiert, so 
haben wir hier PS' — PS — (QT — QT') = T T' — S S' 
und damit den Satz: Die Differenz der beiden Paare Tan- 
genten von zwei Punkten P und Q einer konfokalen Hyperbel 
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ist gleich der Differenz der Bogen zwischen je zwei neben- 
einanderliegenden Berührungspunkten. 

Aufgabe 19. Schneidet die konfokale Hyperbel 
durch P die gegebene Ellipse in S, so ist die Dif- 
ferenz der Tangenten PB — PA= der Differenz der 

Bogen BS und SA. 

[Man lasse Q mit S zusammenfallen, dann sind QT 
und Q T' = 0, mit diesem Satz beginnt historisch die Theorie 
der elliptischen Funktionen, in dem von Fagnano her- 
rührenden Spezialfall: 

Aufgabe 20. Der Ellipsenquadrant läfst 
sich stets so teilen, dafs die Differenz der 
Bogen gleich der Differenz a — b der Halb- 
achsen, also gleich einerStrecke ist. 

Aufgabe 21. Da die Parabel den einen Brennpunkt 
im Unendlichen hat, so ist jede einer Parabel konfokale C^ 
selbst Parabel mit der Lage nach zusammenfallendem 
Focus und Achse, ein solches System ist gegeben durch 
j^ = 2lx-{-X% es sollen die Sätze und Aufgaben des § 48 
für ein solches System eingerichtet werden. 



§ 49. Die Kegelschnitte als Schnitte des Kegels. 

Schon ApoUonius von Pergae (etwa 250 v. Chr.) hat 
die Kegelschnitte unter dem gemeinsamen Gesichtspunkt der 
Schnitte eines Kegels durch eine Ebene aufgefafst, und diese 
AuJGfassung wurde die Grundlage der 
projektiven Geometrie Poncelets. a 

Es sei A S B der Hauptschnitt / \ 

eines beliebigen Kreiskegels mit der o/-^—^ 

Spitze S, d. h. der Schnitt durch S /j\\ \ 

und die Mitte des Grundkreises, welcher / I \ \ \ 

auf der Ebene des Grundkreises senk- / 1 * \ \ 

recht steht. Es werde durch den y^'"?' \ Vl^->\ 
Kegel ein Schnitt senkrecht zur Ebene ah — — — \jb~y^ 
ASB und parallel SB geführt ^^--...—X--^ 
(Fig. 67); durch einen beliebigen Punkt ^^ ^^ 

P der Schnittkurve werde die Parallel- 
ebene zum Grundkreis gelegt, welche SAinA, SBinB 
und den Kegel in dem Kreis AP BP' schneidet. Es steht 
alsdann PDP' als Schnittgerade zweier Normalebenen auf 
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A S B senkrecht. P D werde mit y, D mit x, A D mit x' 
bezeichnet, 2fSAB = a; -^ASB = (7, alsdann ist nach 
dem Potenzsatze: y^ = x'.DB, aber DB ist konstant und 
als Parallele zwischen Parallelen gleich der durch zu 
A B gezogenen Parallelen Q (gleich b). Somit x' : x 
= sin a : sin a, also 



r2 



= xb 



sin a 
sina 



= 2px, 



d. h. die Schnittkurve ist eine Parabel. 

ist der Scheitel, den Brennpunkt findet man, wenn 
man in Q an Q Winkel a anlegt, so dafs der freie 
Schenkel D in G trifft, die Mitte von G ist F. 

Aufgabe 1. Der Ort der Spitzen aller ßotationskegel, 
auf denen eine gegebene Parabel liegt, ist eine Parabel 
gleichen Parameters, deren Brennpunkt der Scheitel der 
gegebenen ist, und die in der Ebene liegt, welche durch 
die Achse der Parabel senkrecht zur Parabelebene gelegt ist. 

[Es ist F der Fnfspunkt des von Q auf D gefällten 

Lotes, also S = -z — . 1 

1 — cos (J J 

Aufgabe 2. Ein Kreis, der durch S geht und OQin 
Q berührt, schneidet von S von aus 2 p ab. 

Sei jetzt (Fig. 68) .0 P 0' P' eine 
Ebene senkrecht zum Hauptschnitt AS B, 
welche alle Kegelkanten schneidet. 
[Man erhält sie, indem man in S auf 
ASB das Lot errichtet, durch S eine 
Gerade g im Aufsenraum des (Doppel-) 
Kegels zieht und durch S und g die 
Ebene legt und zu ihr eine Parallele 
konstruiert.] Es werde noch Winkel 
OO'S mitO' undAOD mit 0, ABS 
mit /?, 0' mit 2 a bezeichnet. Dann 
ist wieder 

BD sin 0' 

somit 




Fig. 68. 



. ^ ^ x' sin 
2 = x'.BD; — = - — ; 

' X sm a 



y2 = X (2 a -r- x) . 



O'D sin/!?' 
sin sin 0' 



sin a sin ß 
der Faktor von x (2 a — x) — kurz ^ — ist 
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1) Konstant. 2) kleiner als 1, da er sich anf die 

Form (1 — rj):{l-\- tj) bringen läfst. Damit ist bewiesen : 

Die Schnittkurve ist eine Ellipse, deren grofse 

b^ 
Achse 0' ist, und & = -^' 

' a* 

Aufgabe 3. Jeder Schnitt, der alle Kanten schneidet, 
ist eine Ellipse. Der Beweis für die Hyperbel ist wörtlich 
derselbe, nur dafs die Schnittebene parallel einer in den 
Kegelraum eindringende Ebene geftlhrt wird, also g durch 
das Innere des Kegels geht; sie schneidet aus dem Kegel 
zwei symmetrisch zu SB und SA gelegene Kanten aus, 
welche die Richtungen der Asymptoten geben. 

Aufgabe 4. Wenn der Kegel ein ßotationskegel, so 
cos + 0' 

_ 2 _ S0' — SO 

^^^ ^"" cosO — 0' "" 2a • 



Der Abstand der Brennpunkte, die doppelte lineare 
Exzentrizität der Ellipse, ist gleich der Differenz der Ab- 
stände der Scheitel von der Spitze des Kegels. 

Aufgabe 5. Den letzten Satz für die Hyperbel zu 
adaptieren. 

Aufgabe 6. Der Ort der Spitzen aller Rotationskegel, 
auf denen eine gegebene Ellipse (Hyperbel) liegt, ist eine 
Hyperbel (Ellipse), deren Hauptachse gleich der doppelten 
gegebenen linearen Exzentrizität ist, deren Brennpunkte die 
Scheitel der gegebenen Kurve sind, und welche in der Ebene 
liegt, die in der Hauptachse auf der gegebenen senkrecht 
steht. (Der Parabelsatz, Aufgabe 1, folgt hieraus als Grenzfall.) 

Aufgabe 7. Der Dandelinsche Satz (und Be- 
weis, dafs die Schnitte des Rotationskegels G^'s sind): 

Schneidet man einen Rotationskegel durch eine Ebene 
und konstruiert die Kugeln, welche den Kegel und die 
Schnittfläche innen und aufsen berühren, so sind die Be- 
rührungspunkte die Brennpunkte der Schnittkurve. 

Aufgabe 8. Jeder schräge Schnitt eines geraden 
Kreiscylinders ist eine Ellipse. 

[Als Cylinderschnitt ist die Ellipse den Hellenen zuerst 
bekannt gewesen.] 






IX. Abschnitt. 



§ 50. Höhere Kurven. 

Alle Kurven, deren Gleichungen in Punkt- bezw. Linien- 
koordinaten nicht vom ersten oder zweiten Gerade sind, 
fafst man zusammen unter dem Namen „höhere Kurven^. 
Sie werden eingeteilt in algebraische und transcendente, 
je nachdem in der Gleichung der Kurven nur algebraische 
Funktionen der Koordinaten oder auch transcendente wie 
log X, sin y; e^ etc. vorkommen. Die Algebraischen werden 
wieder nach dem Grade oder richtiger der Dimension der 
von Irrationalitäten, d. h. gebrochenen Potenzen der Koordi- 
naten befreiten Form eingeteilt. Die algebraischen Kurven 
desselben Grades lassen wieder viele Unterteilungen zu, je 
nach ihrer Beziehung zur unendlich fernen Geraden, der Art 
und Anzahl ihrer „Singularitäten" (siehe weiter unten) etc. 
Schon von den Kurven dritten Grades unterscheidet Plücker 
219 Arten; wir werden uns daher auf ausgewählte Beispiele 
höherer Kurven beschränken; auch die Aufgaben nur noch 
andeuten. 

Zuvor sind einige Begriffe festzulegen; vor allem der 
der Tangente. Ftlr die Kurven zweiten Grades genügt es 
zu sagen, die Tangente ist die Gerade, welche mit der 
Kurve nur Einen Punkt gemein hat; dazu war nötig, dafs 
die beiden gemeinsamen Lösungen der Gleichung der Geraden 
und der Kurve in Eine zusammenfielen. Man kann auch 
sagen, die beiden Lösungen haben einen verschwindenden 
Unterschied. Hieran anknüpfend wird die Tangente häufig 
definiert als die Gerade, welche mit der Kurve aufser P 
noch einen P unendlich nahen Punkt gemein hat, der also 
für die Anschauung mit P zusammenfällt. Man kann aber 
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den Nachweis führen, dafs generaliter alle P benachbarten 
Kurvenpunkte auf einer bestimmten Geraden liegen, der 
Tangente, die dann als Gerade durch P und einem ein- 
zigen P benachbarten Punkt bestimmt ist. 

Es sei P { x|y ein Punkt der Kurve f (x, y) = 0; P'{ x' y' 
ein zweiter, wo x' = x -|- h; y' = y -j- k; lassen wir h und k 
unbestimmt, nehmen aber an, dafs h und k, die Änderungen, 
verschwindend klein sind, so stellt P' jeden P benachbarten 
Punkt dar, wobei allerdings zu bemerken ist, dafs h und k 
durch die Gleichung f(x', y') gebunden sind. Entwickeln 
wir dies so, dafs wir die Glieder, deren Grade in h und k 
zusammen gleich 0, 1, 2 etc. aneinander reihen, so haben wir 

f (X', y') = f (x, y) + h 9'. -\-k(p\-\- h* (p\ + h k q>\j 

-fk>'V+..., 

WO die Marken an den Zeichen qp nur hervorheben sollen, dafs 
die q) von h und k unabhängig. Da nun P und P' auf der 
Kurve, so haben wir : == h fjp'x + k qp'y -[- h^ y"x + • • • ^ind 
da wir h und k als über jedes Mafs klein angenommen, so 
können h^, h k, k^ . . . gegen h und k vernachlässigt werden, 
[ist z.B. h = 0,001, so ist h^^lO-S h3 = 10-9...] und 
wir haben hqp'x + k<)p'y = oder: 

1) (X' - X) (p'. + (y' - y) qp'y = 0. 

Die Gleichung 1) stellt, aufser, wenn (p\ und (p'y 
mit f(x, y) gleichzeitig verschwinden fllr x = x und 
y = y, eine ganz bestimmte Gerade dar, welche durch 

Pjxy geht, und den Richtungsfaktor — (p'x : <)p'y hat, also: 

Von Ausnahmen in einzelnen Punkten ab- 
gesehen, liegen alle dem Punkte P benachbarten 
Kurvenpunkte auf Einer durch P gehenden Ge- 
raden, der Tangente in P. 

Aufgabe 1. Wird die Kurve als Gesamtheit ihrer 
Tangenten, Enveloppe oder Umhüllte, aufgefafst, d. h. 
denken wir sie uns erzeugt durch stetige gesetzmäfsige 
Veränderungen in der Lage einer Geraden, so gilt der Satz: 

Von Ausnahmen in einzelnen Geraden abgesehen, liegen 
alle einer Geraden t benachbarten Kurventangenten auf 
einem durch t gehenden Punkte, dem Berührungspunkt. 

Die Tangente in P mufs also aufgefafst werden als Ge- 
rade, welche mit der Kurve in ihrem Punkte P ein Linien- 
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element gemeinsam hat, and es ist eine der Hypothesen, 
welche unserer Geometrie zu Grunde liegen, dafs jede Kurve 
in geradlinige Elemente aufgelöst gedacht werden kann. 
Denken wir uns die Kurve mechanisch durch Bewegung 
eines Punktes (Drehung einer Linie) erzeugt, so giebt die 
Tangente die Richtung des bewegten Punktes im Berührungs- 
punkt (dieser den Drehpunkt der bewegten Linie) an, und 
man kann die Prinzipien der Mechanik, speziell das Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten zu ihrer Konstruktion be- 
nutzen, wie das gleichzeitig Boberval und Toricelli gethan. 

Betrachten wir die Ausnahmepunkte; für sie ver- 
schwinden gleichzeitig f(x, y), cp\(p*j und die Gleichung 
f (x', y') = geht über in 

2) = h2a + 2khb + k2c + ..., 

wo a b c von h und k (aber generaliter nicht von x und y) 
unabhängig sind. Diese Gleichung spaltet sich in bekannter 
Weise (vgl. S. 146) und stellt zwei durch P gehende Gerade 

dar, deren Richtungsfaktoren ( — b + y^b^ — ac):csind. 
Also in einem solchen „singulären" Punkte verteilen 

sich die ihm unendlich be- 
nachbarten Kurvenpunkte auf 
2 Gerade, die Kurve hat hier 
in P eine „Singularität", 
nämlich 2 verschiedene Tan- 
genten (aufser wenn auch a, b, c 
alle 3 Null sind), sie hat mit je 
2 Geraden je ein Linienelement 
gemeinsam, sie hat in P zwei 
Zweige, welche sich durch- 
schneiden (s. Fig. 69 a) der 
Fig. 69a. Punkt P heifst ein Doppel- 

punkt; der Punkt, der bei 
seiner Bewegung die Kurve durchläuft, kommt zu zwei 
verschiedenen Zeiten an dieselbe Stelle P. Für algebraische 
Kurven n. Grades kann der Doppelpunkt auch definiert 
werden als ein Punkt, so beschaffen, dafs jede 
Gerade durch ihn die Kurve höchstens noch in (n — 2) 
Punkten schneidet. Die Gleichung einer Geraden durch P 
ist k = T h, wo h und k endlich sein können, und setzt 
man in 2), wo dann auch die Glieder mit höheren Potenzen 
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von h und k Bedeutung haben für k ein h t, so tritt h^ als 
Faktor heraus, und die der Kurve und der Gerade gemein- 
samen Punkte, aufser P für den h = 0, werden durch eine 
Gleichung (n — 2). Gerades gegeben. Für transcendente 
Kurven versagt diese Erklärung, weil diese aufgefafst werden 
können als Kurven unendlich hohen Grades und oo — 2 
== 00 ist. 

Die beiden Tangenten im Doppelpunkt P können reell 
sein, dann ist der Doppelpunkt ein Knotenpunkt, die 
Kurve durchschneidet sich in P selbst, sie können imaginär 
sein, wie z. B. im Punkte x = 5, y = der Kurve j^ 

= (x — 5)2 (x — 7), für den t = + V— 2, in diesem FaUe 
heifst der Doppelpunkt „isolierter Punkt" oder „Einsiedler", 
da itir X -^ 5 und x zwischen 5 und 7 — e keine reellen 
Kurvenpunkte existieren ; der Punkt x = 5, y = ist dann 
aufzufassen als Schnitt zweier imaginären Zweige. Die beiden 
Tangenten können aber auch in Eine zusammenfallen; der 





Fig. C9b und c. 

Doppelpunkt P heifst dann Spitze oder ßtickkehrpunkt, 
die Schleife zieht sich zu einem wirklichen Knoten zusammen, 
die beiden Zweige berühren sich in P. Die Spitze ist erster 
Art, wenn die beiden Zweige an verschiedenen Seiten der 
Tangente in P liegen, zweiter Art oder Schnabel, wenn 
beide Zweige an derselben Seite der Tangente liegen 
(Fig. 69 b, c). Die Spitze ist, da sie noch die Bedingung 
b2=ac fordert eine höhere Singularität als der 
gewöhnliche Doppelpunkt. 

Aufgabe 2. Bestimme den Doppelpunkt der Kurve 
x^-f-y^ — 3^ xy = und die beiden Tangenten in ihm. 
Aufgabe 3. (x — l)^ (x + 1)2 = y^ (2y + 3). 

Aufgabe 4. Zu beweisen: Eine nicht zerfallende Kurve 
3. Grades kann nicht mehr als einen Doppelpunkt haben, 
eine Kurve 4. Grades nicht mehr als 3 [das erste ist evi- 
dent, das zweite analog: hätte die Kurve 4 Doppelpunkte 
und legte man durch einen 5. Punkt und die 4 Doppelpunkte 
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die C% so hätten die beiden Gleichungen 2. nnd 4. Grades 
9 gemeinsame Lösongen, also unzählig viele]. 

Aufgabe 5. Die Kurven (x — a)- (x — b) = y- auf 
ihren Doppelpunkt zu untersuchen. 

Aufgabe 6. (x — a)* = (y — b)^ (d — x + a). 

[Spitze erster Art in x = a, y = b.j 

Aufgabe 7. Die Kurve (y — x^y = x\ 

[Fttr X = 0, y = Schnabel] 

Wie sich in einem Doppelpunkt zwei Kurvenpunkte 
dauernd vereinigen, so können auch drei und mehr Zweige 
der Kurve durch denselben Punkt gehen, die Kurve kann 
dreifache, etc. n fache Punkte besitzen, die dann auch 
wieder, je nach der Beschaffenheit der Tangenten klassi- 
fiziert werden können; sie werden dadurch gekennzeichnet, 
dass in der Entwickelung von f (x -|- h, y -f- k) die sämt- 
lichen Glieder, 0, 1, 2 bis (n — l)-ter Dimension, identisch 
verschwinden. 

Den Doppelpunkten korrespondieren dual Doppel- 
tangenten, d. h. solche Tangenten, welche die Kurve an 
zwei Stellen berühren, die Entwickelungen sind die gleichen, 
sobald wir unter x und y Linienkoordinaten verstehen, den 
mehrfachen Punkten entsprechen mehrfache Tangenten. Der 
Spitze, in der die zwei Tangenten zusammenfallen, entspricht 
die Wendetangente oder stationäre Tangente, auf der 
die beiden Berührungspunkte zusammenfallen. Gewöhnliche 
Wendetangenten, bei der zwei und nicht mehr Berührungs- 
punkte im Wendepunkt zusammenfallen, giebt es in jeder 
Kurve von höherem als dem zweiten Grade. Diese Wende- 
oder Infi exion Stangente kann betrachtet werden als 
zwei ihrer Linienelemente mit der Kurve gemein habend. 

Liegt der Berührungspunkt einer Tangente im Unend- 
lichen, so heifst die Tangente eine Asymptote. Wie es ftlr 
die C^ zwei reelle oder imaginäre Punkte im Unendlichen 
gab, die auch in einen (Parabel) zusammenfallen konnten, 
so hat generaliter jede Kurve n Grades n unendlich ferne 
Punkte. Man beweist dies am einfachsten durch Einftlhrung 
der Hilfsvariabeln z und, indem man z == setzt, hat man 
den Schnitt der Kurve mit der unendlich fernen Geraden; 
im allgemeinen giebt es wie in jedem Kurvenpunkte so 
auch im unendlich fernen Eine Tangente, generaliter hat 
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also jede Kurve n Grades soviel Asymptoten als ihr Grad 
anzeigt. 

Ertlmmnng der Kurven. 

Ein Kreis ist in sich verschiebbar und daher auch überall 
gleich gekrümmt ; er weicht von der Geraden um so stärker 
ab, ist um so stärker gekrümmt, je kleiner sein Radius ist, 
deshalb setzte Newton den reciproken Wert des Badius 
als Mafs der Krümmung zunächst des Kreises. Es 
läfst sich nun generaliter in jedem Punkt A einer Kurve, 
ein Kreis konstruieren, der mit der Kurve aufser A noch 
zwei unendlich benachbarte Punkte x-[-h, j-\-k; x-|-h' 
j -\- k' gemein hat, also zwei benachbarte Tangenten bezw. 
zwei seiner Bahnelemente mit der Kurve gemeinsam hat. 
Dieser durch 3 Punkte, also völlig, bestimmte Kreis heifst : 
der Krümmungskreis der Kurve inA, sein Radius: 
Krümmungs-Radius, sein Centrum: Krümmungs- 
centrum; es ist der Schnittpunkt der Normale 
in A und einer unendlich nahen zweiten Nor- 
male. Da der Krümmungskreis sich der Kurve in A enger 
anschmiegt als jeder andere Kreis in A, oder anders aus- 
gedrückt, da es gestattet ist die Kurve ebenso wie in 
geradlinige Bahn -Elemente, so in unendlich kleine Kreis- 
bogen aufgelöst zu denken, so setzte Newton den reciproken 
Radius des Krümmungskreis als Mafs für die Krümmung 
der Kurve in A. Die Wendepunkte können daher angesehen 
werden als Krümmungskreise mit unendlich grofsem Radius, 
oder im Wendepunkt ist die Krümmung der Kurve 0, in 
der Spitze oo . Die Kurve, welche der Ort aller Krümmungs- 
centren ist, heifst Abgewickelte oder Evolute, denn 
wenn ein um sie gelegter Faden so abgewickelt wird, dafs 
er stets gespannt bleibt (und sein Endpunkt in der Anfangs- 
lage auf der gegebenen Kurve liegt), so beschreibt sein 
Endpunkt die gegebene Kurve, welche in dieser Beziehung 
die abwickelnde oder Evolvente heilst. Die charakte- 
ristischen Eigenschaften der Evolute sind, dafs ihre Tangente 
stets Normale der Evolvente ist, sowie dafs der Bogen der 
Evolute zwischen zwei Punkten die Differenz der zugehörigen 
Krümmungsradien der Evolvente ist. 



X. Abschnitt. 

Die Kissoide des Diokles, 



§ 51. Erzengnng der Kurve. 

Man zeichne einen Kreis um M, den Leitkreis mit 
Radius a und ziehe darin den Durchmesser 2 a oder d, ge- 
nannt SS'. Man ziehe AB und A'B' senkrecht auf SS' 
(Fig. 70) und symmetrisch in Bezug auf die Symmetrieachse 
von SS'; ziehe SB', schneidet SB in P, es soll der Ort 
des Punktes P bestimmt werden, wenn A'B' sich von S'' 
nach S bewegt (allgemein: unbegrenzt in der Richtung- 
S'S), und daher AB von S nach S'. 

S sei Nullpunkt, SS' sei H-X, das Achsensystem recht- 
winkelig, -|- Y wie gewöhnlich, SA ist x, PA ist y, die 
Länge von AB und A'B' oder AC sei z, alsdann ist 
(Pythagoräische Satzgruppe): 

z2 = x(d — x); — = -r-^ — ; -^ — = — . 
^ ^' z d — X d — X X 

(Dreieck SPA~SB'A') also durch Multiplikation 

— •^ oder 



X2 



1) x8 = y2 (d — x); la) x (x2 + y2) = dy2. 

Der Ort des Punktes P ist also eine Kurve 3. Grades,, 
sie heifst Kissoide (vom griech. Kissos-Epheu) und ist etwa 
um 200 V. Chr. von Diokles erfunden, um das „Delische 
Problem" der Wtirfelverdoppelung (bezw. Vervielfachung) 
zu lösen; welches gelöst ist, sobald es gelingt, zwischen 

zwei Strecken a und a Vn zwei mittlere Proportionalen 
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p und q einzuschalten, 



so dafs — = J- = 



(dann ist 



i2 



a^n 



P q a/n 
oder q^ = na^). Nun sind bei der Kissoide z 



und X zwischen d — x und y mittlere Proportionalen. 

Die Gleichung der Kis- 
soide kann ohne weiteres 
aus der Bemerkung abge- 
leitet werden, dafs SC 
und S'B' parallel sind, 
also P S C ein bei S recht- 
winkeliges Dreieck, so- 
mit unmittelbar x^ = yz, 
X* = y* 7} also X* = y ^ 
(d — x). Man erhält also 
eine zweite Erzeugung der 
Kurve. Errichtet man tlber 
der Hypotenuse SS' alle 
rechtwinkelige Dreiecke, 
fällt in ihnen die Höhen 
und errichtet in S auf den 
anliegenden Katheten die 
Lote, so ist der Ort ihrer 
Schnitte mit den Höhen 
die Kissoide. 

Eine noch bequemere 
Erzeugung erhellt daraus, 
dafs, wenn SB' in D' 
zum Schnitt mit der 
Tangente in S' gebracht 
wird SP = B'D' ist (ent- 
sprechende Querstrecken 
in kongruenten Streifen), 
d. h. also: 

Zieht man von S 
aus nach allenPunkten 
der Peripherie des 
Leitkreises dieVek- 
toren, und trägt das * 

Stück zwischen Kreis und der Tangente in S' 
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von S aus auf die Vektoren auf, so ist der Ort 
dieser Punkte die Eissoide. 

Aus der ersten E^eugnng folgt eine vierte von Newton 
herrührende, welche gestattet, die Kurve auf mechanischem 
Wege herzustellen (Fig. 71). Denkt man sich Dreieck AB M 
in dem kongruenten Streifen zwischen den Senkrechten durch 
M und A' parallel verschoben bis M in den Eisso'idenpunkt 
P' auf A'B' kommt, also in der Lage A"B"P' und B"P' 
um sich selbst verlängert bis Q, so sind SP' und MQ 




Fig. 71. 

parallel; verlängert man MS über S hinaus bis M', so sind 
nach den elementarsten Streifensätzen M'B" und SP' eben- 
falls parallel, das Trapez M'MQB" ist ein symmetrisches 
Trapez, also da M' MB" ein Rechter, so ist es auch M'QB"; 
wir haben den Satz: 

Bewegt sich ein rechter Winkel, dessen einer Schenkel 
die konstante Länge d hat, so dafs der andere Schenkel 
stets durch den festen Punkt M' hindurchgeht, während der 
Endpunkt des Schenkels konstanter Länge auf einer Ge- 
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raden gleitet, welche von M' den Abstand d hat, so besehreibt 
die Mitte dieses Schenkels die Edssoide. 

Diskussion der Kurvengleichung. 

Gleichung 1 bleibt bestehen, wenn x, y, d mit irgend 
einem Zahlenfaktor multipliziert werden, also alle Eissoiden 
(wie alle Kreise, Parabeln, gleichseitige Hyperbeln) sind 
ähnlich. Vergrölsert man also die Vektoren SP von S aus 
auf das n fache, so ist der Ort der neuen Endpunkte eine 
ähnliche und ähnlich liegende Kissoide, deren Leitkreis den 
Durchmesser nd hat. 

Die Kurvengleichung enthält nur y^, d. h. zu jedem 
Wert X der Abscisse gehören zwei entgegengesetzt gleiche 
Werte der Ordinate. 

Die Kurve, heifst das, ist symmetrisch in Bezug > auf 
die X-Achse. Giebt man der Gleichung die Form: 

x^ 

so sieht man zunächst, dals y mit wachsendem x rapid zu- 
nimmt und für x = d unendlich ist, ferner, dafs fUr x > d 
und X < die Orflinate y imaginär ist, d. h. : 

Die Kissoide liegt ganz in dem Streifen 
zwischen den Tangenten an den Leitkreis in 
S und S'. 

Sie besteht aus 2 symmetrischen Zweigen, die sich und 
die Achse in S berühren und im unendlich fernen Punkt der 
Tangente in S' zusammenkommen. Punkt S ist eine 
Spitze erster Art, denn zieht man durch S irgend 
eine Gerade j = tx, wo t = tgifj ist, so hat man flir den 
Schnitt mit der Kurve: 

x8 = t2x2 (d — X), 

also X = und damit y = ist eine doppelte Lösung und 
aufserdem giebt es noch die Lösung 

__r2_d_ _ T«d 

und für T = 0, d.h. für die x-Axe fällt auch die S.Lösung 
mit der doppelten x = 0, y = zusammen. 

Wird SP mit r bezeichnet, so ist, da :; — ■. — s = sin^i// 

Simon, Geometrie der Ebene. 18 
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ist, X =: d sin^ i/;, y = d sin^ '/^ tg i/; und da x = r cos ipy 
so ist 

2) T = isbiifjtgip. 

Die Polargleichung der Kurve (für den Pol S, 

die Polarachse S S'). Diese Gleichung könnte auch direkt 

abgeleitet werden aus dem rechtwinkligen Dreieck S D' S' 

mit der Höhe S' B'. 

Wenn x und j beide sehr grofs (aber proportional), so 

geht la) über in (x* -|- y^^ = (Division mit x* giebt 

V^ dv^ 1 1 

1 -4- ^ = — ^ . - und - wird 0). Die Kurve geht also 

' X^ X^ X X 

durch die beiden imaginären Kreispunkte. Die Kurve hat 
also in keiner von den Achsen verschiedenen Richtungen 
einen reellen Punkt im Unendlichen; wenn y endlich bleibt, ist 
es X auch, aber wenn x = d ist, wird y unendlich, d. h.: 

Die Kurve hat eine reelle Asymptote, die 
Tangente an den Leitkreis in S'. 
(Das folgt schon aus der Konstruktion.) 

Errichtet man im Punkte P | (x^ | y^) der Kissoide auf 
den Vektor S P die Senkrechte g, so ist deren Gleichung 

y— yi = ^^(x— X,) 

oder 



I 2 I 2 dyi 



Die Linienkoordinaten der Geraden, u und v, sind also 



2 

Xl , X, ., _ « u 



u=— ^und v = j-^, somit 3) v' = -;|-. 
dyi ayi a 

Dies ist aber die Gleichung der Parabel in 
Linienkoordinaten. 

Der Parameter derselben ist 2 d und ihr Scheitel ist S, 
die Achse fällt in die Gerade S S' und aus der Bedeutung 
von u für die Parabeltangente folgt, dafs sie die Richtung 
S^S hat; wie Fig. 72 zeigt. Also: 

Die Kissoide ist der Ort der Fufspunkte 
derLote, welche man vom Scheitel der Parabel 
auf die Tangenten derselben fällen kann. 



§ 52. Tangentenkonstraktion durch Invernon. 
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Die Eisso'lde gehört demnach zn den sogenannten 
Fufspnnktenkurven. Berücksichtigt man die Bemer- 
kung am Anfang des Paragraphen^ so sieht man, dafs auch 
der Gegenpnnkt des Parabelscheitels S in Bezug auf irgend 
eine der Tangenten eine Kissoide beschreibt (ähnlich und 
ähnlich liegend, mit dem Durchmesser 2d). Dieser Gegenpunkt 




FIff. 72. 

ist aber der Scheitel einer der ursprünglichen kongruenten 
Parabel, welche auf dieser aufsen rollt, wir haben den Satz: 

Rollt eine Parabel aufsen auf einer ihr 
kongruenten, so beschreibt der Scheitel der 
rollenden Kurve eine Kissoide. 

Die Kissoide gehört also zu den Rollkurven (vgl.. 
Abschnitt XVI). 



§ 52. Tangentenkonstraktion dnrch Inversion. 

Die Kissoide steht mit der Kurve, deren Scheitelfufs- 
punktskurve sie ist, in noch einfacherer Beziehung (wie im 
allgemeinen die Fufspunktskurven). 

Verlängert man (Fig. 70) den Vektor S P = r über S 
hinaus, bis er die Parabel in Q schneidet, und setzt S Q = ^ 

und P{(x|y); Q{(||i?), wo, da die § auf der negativen 

18* 
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Seite der X-Achse liegen r]^ = — 2p§ = — 4dg ist, so ist 

A ^ COS €P 

rj = Q sm {180 -{- <p); S = q)Gos {180 -^(f) also q= — . ^ ^ 

und mit Benutzung von 2) 

4) Qi = 4d\ 

Kennzeichnet man den Umstand, dafs q dem r entgegen- 
gesetzt gerichtet ist durch das Minuszeichen, so ist ^r = — 4d^. 
Diese Beziehung drückt sich kurz aus durch den Satz: 

Eine Kissoide ist die entgegengesetzt in- 
verse Kurve der Parabel (vgl. § 24 S. 105). 

Da Kissoide und Parabel inverse Kurven sind, so läfst 

sich die Tangente an die Kissoide in P j (x | y) sofort kon- 
struieren. Der Tangente in P entspricht der Kreis, welcher 

durch S geht und die Parabel in Q j (§ 1 1?) berührt. Sein 
Centrum liegt also auf der Parabelnormalen in Q und auf 
der Normalen in der Mitte von S Q. Es ist bequem für die 
folgende Rechnung, die Richtung der Parabelachse als die 
der -|-X anzusehen; wir haben dann für die Koordinaten §' 
und T]* des Mittelpunktes die Gleichungen beider Normalen 

^'^ + ^'P = §^ + ^P 

§i2' + 2Vp==-|ij + i?p 

3 
und erhalten hieraus §' = p -j- — §. 

Folglich für die Abcisse 2 |' des Punktes U, in welchem 

der KieiB die Parabelachse schneidet: SU = 2p-|-3§ und 

hiermit, da S ü . S T = 4 d^ ist, für S T, d. i. das Stück, 

welches die Kissoidentangente von deren Achse S S' ab- 

4d^ 
schneidet : S T = ^r — r— r^. 

2p + 3g 

X 4 d^ 

Da p == 2 d und | g | = ^ cos % und cos q> =—, q = y 

so ist 

dr« dr^x dy^ 



ST = 



r^ + Sdx ~~ r^x + Sdx^ y^ + Sx^ 

_ d _ dx 

" . x^^Sd — 2x' 
1 + 3^ 
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und damit die Subtangente T A= ,^ jT — 



5) 



TA = St = x — ST = 



X (d — X) 
-^d — X 
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also 




Fig. 73. 

Da X (d — x) = z^ = A B^ war, so ergiebt sich 
hiermit sofort die einfache Konstruktion der Tangente: 
Man verlängere S S' über S' um den Radius bis zu dem 
festen Punkte 0, verbindet mit B, errichtet in B auf 
OB das Lot, schneidet SS^ in T, so ist PT die Tangente 
(Fig. 73). 
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Auch der Riehtungsfaktor t und damit die Gleichung der 

Tangente ist sofort bestimmt, da t = -^ = -= — ist. 

Bq X [yX. Xj 



Parabel in Q berührt a^ — ^= — ^-ß^ — ^ ^ — ^ , 
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Aus den Gleichungen der Normalen von B und der 
Mittelsenkrechten von S Q ergiebt sich für die Koordinaten a^ ; 
ßj^ des Centrums des Kreises der durch S geht und die 

wenn Q { (|| »?) ist. 

Vermöge der Parabelgleichung erhalten wir: 

Tx x,ä_ ^ K — P)* 

Dies ist die Gleichung einer Neilschen Parabel, 

deren Scheitel F vom Brennpunkt F um-^ entfernt ist. 

Läfst man die Bedingung, durch S zu gehen, fallen, ver- 
langt aber, dafs der Kreis die Parabel aufser in Q noch in 

einem Q unendlich nahen Punkte ß {(| -f" ^ I 7 4" '^) berühre, 
so hat man aus der Parabelgleichung i; x = p h, unter Ver- 
nachläfsigung von x^ und zur Bestimmung der Koordinaten a', 
/^ des Gentrums K' dieses Ejreises, des Krümmungskreises 
der Parabel in Q (vgL § 50 Schlufs) dient die Gleichung der 
Normale in Q und der in B, woraus 

a — p = 3|; /!/' = — ?1^; also «' — p = 2 (a, — p); 
Nennt man den Badius dieses Kreises ^p, so ist 

ßp« = (I - ar + (y - ßT= ^ \^ ^' 

und la) /y« = A (" ~P) für den Ort der Krümmungs- 
centren, die Evolute der Parabel. 
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Hieraas folgt znnächst die einfache Konstraktion von K': 
Man trage von der Normale N (Fig. 46) aas aaf der Achse 
die Strecke /? T ab bis /J', errichte dort das Lot aaf der 
Achse, welches die Normale in K' schneidet. 

Soll der Bertthrangskreis darch S darch einen beliebigen 

Pnnkt A { (§a I ^a) gelegt werden, so hat man aafser I noch 
die Gleichnng der Synunetrieachse von S A zar Bestimmang 
von a^ and ß^; da sie linear ist, so folgt, dafs sich für 

a^ — Pj, oder besser für -ö"I«i — p) oder |, die Abcisse 

des Berührangspanktes and damit für a^ and ß. drei Paar 
Werte ergeben, also sind durch einen Punkt drei solcher 
Elreise möglich, also auch von dem A inversen Punkt aus 
3 Tangenten an die Kisso'lde, d. h. also: 

Die Kisso'ide ist eine Kurve 3. Klasse. 

Hierbei ist die Lösung /? = nicht berücksichtigt, sie 
führt auf den stets möglichen Ejreis der durch A geht und 
die Parabel in S berührt, ihm entspricht der Strahl, welcher 
den A inversen Punkt mit S verbindet, der auch den 
Charakter als Tangente hat. 

Die Gleichung 3. Grades selbst lautet, wenn: 

p §• ^ p §• 

gesetzt wird: 

;i8 — 3 A (9 — 2 V — ) ((9 — v)2 — 27) = 0. 
Ihre Discriminante (vgl. Pund, Bd. VI dieser Samml.) 

D ist V* ( Y — 1 )> ^^^ ^^^ ^^ ^^^^ gleiche reelle Wurzeln, 

wenn v = und v = 4. Das erste giebt |a^ + ^a® = 2 p §», 
d. h.: den Kreis, der um F' mit p geschlagen ist. 
Dieser Kreis, der die Parabel im Scheitel vierpünktig be- 
rührt, zählt also doppelt, und aufserdem giebt es für seine 
Punkte nur noch eine Lösung: 

. 2, , 9p|a 



3M ^^ 4p — 2§a 

Diesem Kreis, dem Scheitelkreis, entspricht invers die 
Asymptote der Kissoide (die Leitlinie der Parabel), von ihren 
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Punkten giebt es also (aniser der Asymptote) noch eine 

Tangente. Ist J { (d | yO der A inverse Punkt, so findet 
man leicht 





3 , 




d 


d X 9d* 


X« X 2 


X 4yi* 


X*' y yt 



Hieraus ergiebt sich sofort die Konstruktion dieser 
Tangente. Man verschiebt die Asymptote parallel der Achse 
um den Radius des Leitkreises, J rückt dann nach J', zieht 
den Vektor J' S, so schneidet er die Kurve im Berührungs- 
punkt P. Ist die Kurve nicht gezeichnet, so zieht man den 
Vektor von S' nach dem Punkt, in dem die Mittelsenkrechte 
von S S' den Vektor S J' schneidet, und dieser Vektor trifft 
den Leitkreis in B und das von B gefällte Lot S J' in P. 
Noch einfacher: Man trägt das Stück des Vektor S J' zwischen 
Kreis und Asymptote von S auf S J' ab, giebt P. 

Für die Punkte im Innern des Scheitelkreises ist v 
negativ, also D positiv, also giebt es für sie nur einen 
reellen Berührungskreis; dem Innern des Kreises entspricht 
das Äufsere der Asymptote, also läfst sich von Punkten 
jenseits der Asymptote nur eine (reelle) Tangente an die 
Kissoide legen. D wird dann wieder 0, wenn v = 4, d. h. 
aber r/»* = 2 p |a. Für die Punkte zwischen dem Scheitel- 
kreis und der Parabel ist D negativ, also giebt es für sie 
3 Kreise; also für die Punkte zwischen Kissoide und Asymptote 
3 Tangenten. 

Für die Punkte Q auf der Parabel fallen 2 Bereise in 
den Berührungskreis bei Q zusammen, und es giebt aufser- 
dem noch einen, der die Parabel in Q durchschneidet. Für 
die Punkte aufserhalb der Parabel ist D positiv, also giebt 
es nur einen (reellen) Bereis. Daher gehen durch jedeu 
Kissoldenpunkt P zwei Tangenten, die eigene (doppelt zu 
zählende) und eine, welche in einem anderen Punkt berührt 
und bei P schneidet. Für die Punkte aber aufserhalb des 
Baumes zwischen Kissoide und Asymptote giebt es nur eine 
Tangente. Die Gleichung I ist mit !■ identisch, wenn in 
I* p durch 2 p ersetzt und dann der Anfangspunkt um p in 
der Achse nach dem Scheitel zu verschoben wird. Also: 

Verschiebt man die Evolute einer Parabel 
parallel der Achse um den halben Parameter 



nicht ändert, so ist ^ = , d. h. tg 7)' = — 2 tg cp. 
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nach dem Scheitel zu, so wird sie zur Neben- 
evolute der Parabel mit halbem Parameter. 

Liegt der Punkt A | (§»11 >?a) auf der Parabel selbst, 

soistv = 4, so hat man: P — 3A-f2=:0 = (A— l)*(Ä+2), 

welche Gleichung aufser der a priori klaren doppelten Lösung 

2 
A = 1, d. h. § = §a noch die Lösung A = — 2, d. h. § = — 

(oTj — p) = — ^^ hat. Also : 

Der die Parabel in Q{(||^) schneidende Be- 
rtihrungskreis, berührt sie in q | -^, — ^. 

Da das Verhältnis der Koordinaten durch Inversion sich 

__2x 

X' 

Also: 

Durch jeden Punkt der Kisso'ide geht aufser der Tan- 
gente in ihm noch eine zweite Tangente an den entgegen- 
gesetzten Zweig, man erhält den Berührungspunkt, wenn 
man die Ordinaten über ihren Fufspunkt hinaus um das 
Zweifache verlängert und den zugehörigen Vektor zieht. 

Will man'also im Kisso'ldenpunkt P die 
Tangente ziehen, so verlängert man (Fig. 73) 
die Ordinate um ihre Hälfte bis L, zieht den 
Vektor nach dem Endpunkte, schneidet die 
Kissoide in P', so ist P'P die Tangente. 

Liegt die Kurve nicht gezeichnet vor, so kann man 
die alte Konstruktion benützen oder die Abscisse im Ver- 

hältnis -^ : d — x teilen, oder, was das eleganteste : Man 

zieht den Vektor von S nach L bis an die Asymptote nach N; 
der Scheitelkreis schneidet SN in U, trägt ÜN von S aus 
auf den Vektor ab bis P', so ist P' P die Tangente. 

Bei der Inversion bleiben die Berührungseigenschatten 
der Kurven erhalten, einem Kreis entspricht ein Kreis, so- 
mit entspricht dem Krümmungskreis der Parabel der der 
Kisso'ide. Die Centren sind nicht entsprechend, die Radien 
nach entsprechenden Punkten antiparallel, das Inversions- 
centrum S ist der innere Ahnlichkeitspunkt. Sind K' und K 
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die Centren und schneidet der Inversionsstrahl S Q den 
Kreis K' noch in Q', so sind KP und K'Q' parallel. Werden 
die Koordinaten von K mit a und ßj der Krümmungsradius 
der Kissoide mit ^e bezeichnet, so ist: 

gc _ SP _ S P . S Q 

^p~SQ'~SQ'.SQ' 

S Q . S Q' ist die Potenz des Punktes S in Bezug auf den 
Krümmungskreis der Parabel 




Fig. 78. 



DiePotenz desScheitels derParabel inBezag 
auf den Krümmungskreis im beliebigen Kurven- 
punkte Q{(||i?) ist —3g«; SP.SQ = — 4d«; also: 

Q. 4d« 



Qj^ 



3f«* 
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Es ist allgemein, wenn S Q wieder ^ ; S P wieder r ist, 

dx^ 
Nach der Kisso'idengleichung ist r^ = ^ also: 



e 



_ 4(d-x) ^ 

X 



II) A.==-:lAr r^; also: 



, d^x(4d-3x)« 
IIa) ^c = - 



36 (d — X)* • 

Die Konstruktion des Kjttmmungseentrums ist nach dem 
Vorstehenden einfach. Für die Koordinaten a und ß er- 
giebt sich: 

— a öo 3 d^ ß ß'^ 16 d* , 

ß' = ^, also : 
11») P - "9" y - T d^TI - T X« ' 

woraus sich eine höchst einfache Konstruktion des Krümmungs- 
centrums ergiebt. 

a 4 d^ 4 d% . _j^ ^^/'Sd^ , ^d\ 

I = 64d^' ^^^^' 
ni) — 512 a d» = 27 /?* + 288 /^^ d« 

die Gleichung der Evolute der Kissoide, 
welche sich demnach als eine parabelartige bis auf S ganz 
im negativen Teil der Abscissenachse liegende Kurve vierten 
Grades ausweist. Die Nebenevolute der Kissoide, 
d, h. der Ort der Centren aller Kreise, welche die Kissoide 
berühren und durch S gehen, ist eine zu ihrer Parabel 
ähnlich liegende Parabel mit halbem Para- 
meter; denn berührt das in P auf S P errichtete Lot die 
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Parabel in Q, so ist der dem Dreieck SPQ umschriebene 
Kreis invers znr Parabeltangente in dem P inversen Parabel- 
pnnkt Q, er berührt also die Eisso'ide in P nnd 
die Linie, welche P mit der Mitte von SQ 
verbindet, ist die Normale der Eissoide in P. 
(Beweis: Denkt man sich zn C den inversen (Edsso'iden) 
Punkte, so i8tS^D = SPQ = 90^ also P Q die Parabel- 
tangente in Q.) Es ist leicht dies dnrch die Rechnung zn 

bestätigen. Zwischen den Koordinaten von D } ($", ly") und 

Qli^j rj) bestehen die Relationen: 

r§=4d2; rj"Ti = — 8d\ 

Der Punkt 5ß und der zu P gehörige P' sind daher 
konjugierte Punkte, d. h. ihre Äbscissen sind zusammen d, 
ihre Amplituden zusammen 90^, dies giebt ein Mittel an 
die Parabel mittelst des festen Leitkreises 
die Tangente linear zu ziehen. 



§ 54. Quadratur. 

Zieht man den Vektor SP aus, bis er die Tangente 
in S', d. h. die Asymptote, in D' (Fig. 70) schneidet, und 
denkt sich die zugehörige Amplitude q) in n gleiche Teile 
geteilt und die zu den Teilpunkten gehörigen Vektoren 
r^^ r^ . . . rk . . . gezogen und verlängert, bis sie die Asymptote 
in Dj, Dg, . . . Dk . . . treflfen, und bezeichnet S Dk mit Rk, so 
ist das Element der inneren Fläche zwischen ri-i und rk 
die Differenz der Ejreissektoren mit den Radien Rk und rk 
in dem gemeinsamen Centriwinkel <)p|n, also 

Bezeichnet man q>\n mit (/;, so ist, da Rk = d|coski// 
und rk =dsinki//tgki/; ist: 

Für F selbst aber, d. h. flir das Flächenstttck zwischen 
Kurve, Achse, Asymptote und den Vektor zwischen Kurve 
und Asymptote, für das Kissoidenviereek ist: 
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Es ist aber sin^ kip= —2 sin^ k t// = — (1 — 
also: 

1 In, 

xp I .., = — (p = — xp y eoB 2k ip. 

u u \ 



cos 2 k x\}) 




Fig. 70. 
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Nach einer bekannten trigonometrischen Formel ist 

9in(n + -2)2i/; 



und 



n 

rco82k^ = a= ^^^ 1 

1 1 '^(^ + y)^^ 1 

und wenn n über jedes Mafs grofs 

also 

6) F = ^d> — ^d^sin29). 

In Worten: 

Das Kissoidenviereck ist gleich dem doppelten za- 
gehörigen Sektor des Leitkreises (B' M S'), vermehrt um das 
zugehörige Segment desselben. (S' B'.) 

Nimmt man vom Kissoidenviereck das Trapez APD' S'=T 
weg, so ist, da 

T = — d^Bm2cp-{- —-i^ cos (p sin^ % 

die Fläche J, begrenzt von Kurve, Abscisse und Ordinate: 

3 3 1 

6a) J = -—i^ cp ^ d^ sin 2 fjp —A^ cos q) sin® (p. 

7t 



I&t (jp = — , so ist 



7) J = |d^f, 

d. h. wie Huygens gefunden: 

Das Flächenstück zwischen der ganzen Kissoide 
und ihrer Asymptote ist dreimal so grofs als der 
erzeugende Kreis. 

Die vorstehende Methode der Quadratur ist ohne weiteres 
auf die aus der Ellipse hervorgegangene Kissoide anzu- 
wenden. 



XI. Abschnitt. 

Die Kardioide- 



§ 55. Die Kurve. 

Es soll die inverse Kurve einer Parabel y^ = 2 p x --|~ p^ 
bestimmt werden, wenn der Brennpunkt F Centrum der äufsern 
Inversion und p^ die Potenz ist. Es entspricht dann der Leit- 




Fifir. 74. 



linie L der Kreis mit ^ um M (Fig. 74). Die Polargleiehung 

Li 



der Parabel ist g = 



1 -f- cos qp 



, wenn die Polarachse von F 
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nach L gerichtet ist, also die Polargleichung der in- 
versen Kurve 

1) r = p (1 + cosf/)), 

wir nehmen r stets absolut und zählen (p von bis 360 im 
Sinne des Uhrzeigers. Für den entgegengesetzten Strahl ist 
qp'=:180 + 9), alsor'=p (1 — cosqp) also: r-f-r'=2p. Nennen 
wir den Kreis um M den Leitkreis, Punkt F die Spitze 
dieser Kurve, welche nach ihrer Gestalt die Herzlinie 
oder Kardioide (vom griech. Kardios, Herz) heilst, so 
haben wir den Satz: 

Die Spitzensehne ist konstant und gleich 
dem doppelten Durchmesser des Leitkreises. 

Da FA (Fig. 74) gleich p cos qp, so erhält man die Kurve, 
wenn man auf den von einem festen Punkte eines 
festen Kreises gezogenen Sehnen nach beiden 
Seiten des freien Endpunkts den Durchmesser 
abträgt. 

Das ganze Geschlecht dieser Kurven, die man erhält, 
wenn man vom freien Endpunkt der Sehnen eine konstante 
Strecke nach beiden Seiten abträgt, heifst: Paskalsche 
Schnecken, und das noch allgemeinere, das man erhält, 
wenn man auf den Vektoren von einem festen Punkt nach 
einer festen Kurve eine konstante Strecke abträgt: Koncho- 
iden (Muschellinien). 

Die Kardioide ist also eine Konchoid.e mit 
Kreisbasis. Punkt F entspricht dem unendlich fernen 
Punkt der Parabel ; machen wir F zum Ursprung, die Polar- 
achse zu -f- X, das Koordinatensystem rechtwinkelig, so ist 
r^ = x^ -j" y ^ ; 3.= r cos 9), y = r sin cp, Gleichung 1 giebt 
dann x = r(r + p)/p, das -|- Zeichen würde aber x>r 
und damit y imaginär ergeben, also 

la) x=^r (^-P^ y« = r3i2P:=^, 
j p ? j p^ 

hier sind x und y^ durch den Parameter r rational aus- 
gedrückt, eliminieren wir r aus (r^ — xp)^ = r^p*, so ist 

2) (x2 + ff _ 2 xp (x2 + y'^) - p V« = 0. 

Die Gleichung der Kurve in gewöhnlichen Koordinaten, 
also die Kardioide ist eine Kurve 4. Grades. 
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Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt, denn 
jede Gerade durch F :j = lx hat den Nullpunkt als doppelt 
zu zählenden mit der Kurve gemeinsam und aufserdem nur 
2 Punkte; der Doppelpunkt ist eine Spitze, in welcher 
die Kurve sich und die x- Achse berührt, denn die Linie y = 
hat mit der Kurve den Punkt x = als dreifach zu zählenden 
und aufserdem nur noch den Punkt x = 2p gemeinsam, dieser 
Punkt, der Scheitel 6' der Kurve hat das Maximum des r 
wie 1) zeigt und da y = damit zugleich das Maximum des 
X, er entspricht dem Scheitel M der Parabel, der das kleinste 

^ hat. Das Minimum von x entspricht r = -—-. [Setzt man in 
la):r=€-|--^j so ist px==«* — ^, also Minimum für « = 0] 

und ist x = — -^; das zugehörige 7= + -?- V^ [halbes 

gleichseitiges Dreieck]. Die Punkte entsprechen den Parabel- 
punkten § = p, wenn vrir — X als +| Achse setzen. Die 

Kurve hat in diesen beiden Punkten in der Linie x = — ^ 

4 

eine Doppeltangente. Das Maximum von y* tritt ein für 
3 

r = — p [r zwischen imd 2 p, für r = ist y* Null, 

für r = 2 p desgl., also existiert ein Maximum des y* für 

r = m und es nimmt y® von r = bis r = m zu und dann 

wieder ab, für gepaarte Werte des r ist nach Division mit 

r — r' : 2 p (r«+ rr'+ r'«) = r» + r«r' + rr'« + r'»; also da 

3 
m von verschieden: 2p . 3 = 4 m, m = — p], das zugehörige 

3 3 

y = + — pV^; x = — p (halbes gleichseitiges Dreieck), 

die Maximalpunkte des y liegen also mit den 
Minimalpunkten des x paarweise auf demselben Vektor. 

Sonstige ausgezeichnete Punkte sind die Punkte, für 
welche g) = 90 bezw. 270^, für welche r = p also x = 0, 
y = + p. Diese Sehne, die y- Achse, teilt die Kurve in zwei 
(ungleiche Teile). Der Teil rechts von ihr soll das eigent- 
liche Herz heifsen; die x- Achse ist Symmetrieachse. 

Da PA gleich p und GA senkrecht PA, so liegt P auf 

Simon, Geometrie der Ebene. 19 
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der im Ab«tande p zu GA gezogenen Parallele, diese Linie 
ist Tangente des nm 6 mit p gezogenen Kreises; also: 

Die Eardiolde ist der Ort der Fnfspunkte der 
von F auf die Tangenten des Kreises nm Gr mit 
Radius p gefällten Lote. Die Kardioide ist also 
die Fnfspnnktsknrye eines Kreises in Bezug auf 
einen Punkt seiner Peripherie. 



§ 56. Die Tangente nnd Normale. 

Zur Bestimmung der Tangente kann dieselbe Methode 
dienen, welche bei der Kissolde gebraucht wurde. Wir 
bestimmen den Kreis der durch F geht und die Parabel 

in { §' I ^' berührt, seine inverse Kurve ist dann die Tan- 
gente an die Kardioide in P { x' | y' (cf. Kissolde S. 276). 
Wir haben 

a) ,_,' = _|(|_|0,,-|^ = -|(|-|) 
und daraus für die Koordinaten des Centrums 
3) o = ^(3r + p), ß = ^(j>-^') 

und als Gleichung für den Ort des Gentrums die Kurve 
3a) 27p /?« = (2p — a)2 (p + 4«) 

eine nicht uninteressante Kurve 3. Grades, welche im Punkt 
c = 2p, ß = einen Knotenpunkt hat, in welchem 
sich die beiden Zweige der Kurve unter Winkeln von 60^ 
schneiden. Die Mittelsenkrechte des Parabelbrenn- 
strahls ist die Tangente an der Kurve. 

Es folgt aus 3 a): 

Die Kardioide ist eine Kurve S.Klasse. 

(Auf jedem Punkt liegen 3 Tangenten der Kurve.) 

Der Parabelbertthmngskreis schneidet die ^ Achse 

in $1 = 3 §' -|- p, die Kardioidentangente die x Achse in 

p« 
— X, = -~-, woraus folgt 



bS 



4) ^' 



p/2 pcosqp — p/2' 
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Hieraus ergiebt sich folgende einfache Konstruktion 

(Fig. 74). 

Man trage von A aus -^, d. h. den Radius des Grund- 

kreises auf dem Vektor FP in entgegengesetzter Bichtung ab 
und verbinde den Schnittpunkt B mit M, dem Centrum des 
Grundkreis, so giebt MB die Richtung der Tangente 
in P. 




Fig. 74. 

Beide Schnittpunkte des Kreises um A mit -^ geben 

Tangentenrichtungen, und da der Kreis um A durch M geht, 
so ist B'MB ein rechter Winkel : 

Die Tangenten und also auch die Normalen in 
den Endpunkten einer Spitzensehne stehen auf ein- 
ander senkrecht. 

Der Ort der Punkte B bezw. B' ist die Kurve 

r = pcosqp + -|-, 

eine Paskalsche Schneckenlinie (Limagon) und der 
Kardioide sehr nahe verwandt, sie ist die inverse einer 

19* 
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Hyperbel (Ellipse) mit dem Bremipmikt F nnd der Exeen- 

tricität 2 bezw.— , sie hat in F einen Knoten, in dem sich 

die beiden Zweige der Knrve nnterm Winkel von 60 ^ durch- 
schneiden (s. Fig. 75 die punktierte Linie). Die Kurve kann 
mechanisch mit der Kardioide zugleich erzeugt werden, 
indem man auf dem Lineal von der LHnge 2 p das durch 
F zu gehen gezwungen wird, aufser den Stiften, welche in 




Fig. 75. 

den Endpunkten die Kardioide zeichnen, noch zwei Stifte 

in der Entfernung -^ von der Mitte des Lineals anbringt. 

Das Dreieck MBF (Fig. 74) ergiebt, da MAB = y 
und das Dreieck selbst gleichschenklig: 

BMF = 90— 4- <P, d.h. 
die Kardioide kann zur Trisektion des Winkels 
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benutzt werden. Man erhält also die Tangente, 
wenn man in P an die Senkrechte auf den Vektor 
die halbe Amplitude anträgt. 
Die Gleichung der Tangente ist: 

3 

5) y — y' = — (x — x') cot — (p. 

WO. die Striche sich auf die Koordinaten des Berührungs- 
punktes beziehen. 

Definiert man die Kardioide unabhängig von der Parabel 
durch den Leitkreis (als spezielle : Pasksdsche Schnecke), so 
mufs die Gleichung 5) direkt abgeleitet werden. 

Sei P{y'x'{r()p ein Punkt der Kurve, eine beliebige 
Gerade durch P hat die Gleichung y — y' = A (x — x'), fir 
die Kurvenpunkte auf der Geraden ist : x = p (1 -f- cos xp) cos xp ; 

y = p (1 -|- cos \p) sin xpj also 

(1 -f- cos ip)&mxp — (1 + cos cp) sin q) 
= A [(1 + cos ip) cos ip — (1 -|- cos (p) cos qp], 

woraus nach Beseitigung des Faktors sin ^' der, gleich 

Null gesetzt, nur aussagt, dafs P ein Kurvenpunkt, 

xp -\- w , . , ^ }p — cp 

6) cos ' T — |- cos {ip -\- q)) cos cy 

= - ^[sm ^ + sin (^ + <p) cos ^]. 

Ftlr die Tangente wird \p = (p eine Lösung, und somit 

3 
— A = cot -^ qp wie in 5). 

Die Argumente, welche zu den beiden andern Punkten 

gehören, welche die Tangente, aufser dem doppelt zu 

zählenden P, mit der Kurve gemein hat, erhält man, wenn 

3 

man in 6) für — l setzt: cot— y, und hieraus sin {(p — xpj2) 
-j- cos ^ sin (9)/2 — ip) = und nach Abwerfung von 



294 XI. Die Kardioüde. 

sin ^~^ (da cp — xpl2 = ^~^ + f/)/2 und f/)/2 — t/; 

7) cos (i/; — (pl2) + 2 cos y/2 = 0. 

Die Relation 7) zeigt, dafs cos (ip — f/)/2) nur dann dem 
absoluten Betrage nach ^1, ip — cpß, nur dann reell, 
wenn (p zwischen 120^ und 240^ liegt, d. h. für die 
Punkte des Herzes zwischen S und S\ Die Tangenten 
in allen andern Punkten von q)==0 bis 120^ und 
240^ bis 360^, schneiden die Kurve nicht. 

Setzen wir cp = 180 -\- r], wo rj für die Punkte der untern 
Herzhälfte > 0, so geht 7) über in 7 a) sin (ip — (pß) = sin x 
= 2 sin i?/2, also 1//^ = ij/2 + ;c; V^a = y/2 + 180 — /, also 

8) V^i + t/^2 = 180 + i; = qp, 

aus 7a) ergiebt sich eine einfache Konstruktion für ip^ und 
t/Zg, wird x = 90, so werden xp^ und \p^ gleich, die beiden 
Schnittpunkte fallen zusammen, wir erhalten für y = 240 : %p 

= 120^ und für ()p = 480 {l20 : i/; = 240^, d. h. wir haben 
in diesen beiden Punkten die Doppeltangente. 

Die Gleichung 5) bezw. die Konstruktion der Tangente 
hätte man auch ohne alle Rechnung ableiten können, da 
der Längenfaktor p willkürlich, so kann man jeden Punkt 
der Kardioide als Schnittpunkt mit der Parabel, aus deren 
Inversion bei entsprechend geänderter Potenz sie hervor- 
gegangen ist, ansehen, und es ist ein leicht zu beweisender 
Satz, dafs der Vektor nach dem Schnittpunkt 
zweier inverser Kurven den Winkel zwischen 
den Tangenten halbiert. 

Nicht minder schnell würde die Methode von Roberval 
(vgl. Archimedische Spirale) zum Ziel geführt haben. 



§ 57. Die Normale. 

Die Normale hat die Gleichung 

3 

9) y — y' = (x — x')tgy 9), 

wir erhalten sie, wenn wir an den Vektor FP nach der 
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Polarachse hin ^ antragen (Fig. 76). Da MAF = y, so 
ist, wenn AM die Normale in C triffit, PCA auch -|-, das 

u 

Dreieck P AC ist gleichschenklig mit der Spitze A, AC ist 
gleich p, d. h. ein Durchmesser: 

Man erhält die Normale, wenn man den 
diametralen Punkt C des Kreispunktes A vonP 
mit P verbindet. 




Fig. 76. 

Da ABC ein rechter Winkel, so ist B die Mitte 
von PC: 

Die Normale wird zwischen Kurve und 
Leitkreis vom Leitkreis halbiert. DieNormale 
halbiert den Bogen, auf dem die Amplitude 
steht. 

Es ist zu bemerken, dafs PBF ebenfalls gleich- 
schenklig und BF den Winkel q> halbiert, MB ist par- 
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allel FP; zieht man PM' parallel MC,., so ist Dreieck 
PM'B^BMC, B ist also der innere Ähnliehkeitspunkt 

der Kjreise um M und M' mit dem Radius ^ und die Bogen 

FB und BP der beiden Kreise sind gleich (Dreieck 
BMF^BMC), d. h.: 

Rollt ein Kreis aufsen auf einem ihm 
gleichen festenKreis, so beschreibt ein Punkt 
der Peripherie eine Kardioide. Die Kardioide 

ist also eine Rollkurve 
(vgl. Astroide, Cykloide), man 
nennt die Rollkurven, welche 
durch Rollen eines Kreises 
auf einem andern entstehen, 

Epicykloiden, die 
Kardioide ist die ein- 
fachste Epicykloide, der 
augenblickliche Be- 
rührungspunkt B liegt 
da, wo die Symmetrie- 
achse von FP den 
festen Kreis berührt. 
Dafs B auf der Normalen, 
ist eine allgemeine Eigen- 
schaft der Rollkurven. 

Man kann dies auch direkt ableiten (Fig. 77): Dreieck 

MBF^M'BP, also BFP~MFB, also ~ = —, wenn 

' ' FB a ' 




Fig. 77. 



S 



2 



a 



= 2 p cos^ ~ 



a = -^ p der Radius des Leitkreis, r = 

== p (1 -|- cos (p)y da T = 180 — % 

d. h. die Kurve ist eine Kardioide und: 

Das Rechteck aus Vektor und Radius ist 
gleich dem Quadrat der Berührungssehne. 

Dieser Satz giebt ein Mittel, den Kurvenpunkt vom 
gegebenen r zu konstruieren, da die Projektion der 
Berührungssehne auf den festen Durchmesser 

FG gleich -^r ist. 
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Verlängert man MB bis es den rollenden Kreis in B' 

trifft (Fig. 76), d. h. verlängert man MB um die feste 

Strecke p, so ist B' P als Senkrechte auf der Normalen 

die Tangente an die Kardioide in P. 

3 

Der Kjeis um M mit — p hüllt die rollenden Kreise 

tu 

ein; mit Hülfe des Leitkreises und des kon-^ 
zentrischen mit dreifachem Kadius wird also 
an alle Kurvenpunkte die Tangente linear 
konstruiert. 




Fig. 76. 

Ebenso ist A' ein Punkt der Tangente und des Kreises 

3 
um M mit -^ p, wenn man M A um p verlängert ; C P A' Q, 

ist ein Rechteck und A'Q die Tangente in Q; B'Q 
verhält sich zu P'A' wie 1:2. Die Aufgabe, voa 
einem beliebigen Punkt S an die Kardioide die Tangenten 
zu ziehen, deckt sich daher mit der Aufgabe: Den Ort 
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der Punkte zu konstruieren, welche alle Seh- 
nen eines Kreises durch einen festen Punkt im 

Verhältnis 1 : 2 teilen. Da -pr- + -7^ ■ 3 = — , so 

2—2 o 

ist die Polargleichung dieses Ortes, wenn q den Badius, a 

die Entfernung des festen Punktes vom Centrum bezeichnet, 

S Pol ; SO Polarachse : 

1 



r = a cos qp +-Ö- V r^ — a^ sin* qp . 

ö 

Der Ort ist generaliter eine Kurve vierten Grades, der 

im Knoten S die beiden Sehnen zu Tangenten hat, welche 

in S selbst gedrittelt werden, er reduziert sich, wenn a = ^ 

1 2 

auf die beiden Kreise mit den Badien — q und -^ ß, welche 

sich und den gegebenen Kreis in S bertlhren. Zu bemerken 
ist, dafs jeder Berührungspunkt ein Schnittpunkt der Orts- 
kurve mit der Kardioiden ist, aber nicht umgekehrt. Für 

3 
die Punkte, welche auf dem Kreis um M mit -^-p, dem 

Htillkreis, liegen, ist die Konstruktion einfach, der zweite 
Schnittpunkt des rollenden Kreises mit der Kurve giebt 
keine Tangente, aber man sieht, dafs in jedem Punkt des 
Hüllkreises sich 3 Tangenten schneiden, und in G' fallen 
zwei zusammen. Von A' z. B. gehen die beiden Tangenten, 
welche A' mit der Mitte der Bogen A' G' des Hüllkreises 
verbinden, also in den Punkten P in Q berühren, die dritte 
Tangente ist diejenige, für welche A der Berührungspunkt 
des rollenden Kreises ist, es mufs also F P" || M A' sein, 
d. h. also die dritte Tangente erhält man, wenn man A' 
mit demjenigen Punkte E' des Hüllkreises verbindet, für den 
A' E' = A' G' ist. 

Da M (Fig. 76) Ähnlichkeitspunkt B A ~ B' A', so um- 

hüllt BA eine ähnliche Kardioide mit dem Durchmesser-^ 

des Leitkreises und der Berührungspunkt teilt BA von B 
aus im Verhältnis 1 : 2. Ebenso ist Bogen G' B' = B' A', 
also : 

Bewegen sich auf einem Kreise zwei 
Punkte B' und A' mit Geschwindigkeiten wie 
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1:2, so umhüllt ihre Verbindungssehnen eine 
Kardioide, und der Berührungspunkt teilt die 
Sehne auch wie 1 : 2. 

Femer : Der um A mit dem Radius p geschlagene 
Kreis berührt den Leitkreis in C und trifft die Kardioide 
in Q (und P), Bogen C F des Leitkreises gehört zum Centri- 
winkel 2 (p (bezw. 4 R — 2(p\ Bogen Q C des Kreises um A 
zum Centriwinkel q) (Bogen PC zu 2 R — (p\ folglich sind 
die Bogen gleich, d. h. 




Fig. 76. 

Rollt ein Kreis auf einem Kreise mit dem 
halben Radius von innen berührend zweimal 
herum, so beschreibt ein Punkt des rollenden 
Kreises eine Kardioide. 

Die Kardioide gehört also auch zu den Hypocykloiden, 
Kurven, welche durch Rollen eines Klreises auf einen festen 
Kreis bei innerer Berührung entstehen. 

Da die Höhe des rechtwinkligen Dreieck B A /? (Fig. 76) 
stets durch den festen Punkt G geht, so haben wir den Satz: 
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Bewegt sich ein rechtwinkliges Dreieck 
im umschriebenen Kreis, so dafs die Höhe 
stets durch einen festen Punkt 6 geht, so um- 
hüllen die Katheten die Kardioide, deren 
Scheitel G, deren CentrumM, die Berührungs- 
punkte teilen die Katheten von der Hypotenuse 
aus im Verhältnis 1 : 2. 

(Fig. 75.) Zieht man durch G' bezw. G die Parallele zur 
Kardioidentangente B' A' (Fig. 76) (B A), welche den Hüllkreis 
in T' (bezw. den Leitkreis in T) trifft, so ist Centriwinkel 
G'MT'(GMT) = 3 cp, Winkel A' M T' also =(p. Um also 
einen Winkel G'MT' in 3 gleicheTeile zu teilen 
(Trisektion), hat man nur nötig, die seiner 
Sehne G' T' (oder G T) parallele Kardioiden- 
tangente in P zu konstruieren. Dies geschieht 

mit Hülfe der Pascalschen Schnecke p cos cp — ^ (Fig. 75). 

Man zieht den Vektor M X, welcher der Sehne G' T' parallel 
ist, so giebt FX den Berührungspunkt P und liefert im 

Schnittpunkt A den Teilungsstrahl MA' und MA'T' ist -^ 

G' M T'. Der Vektor M X schneidet die Pascalsche Schnecke 
aufser in X (und M) noch in Y und Z, es giebt also generaliter 
3 Tangenten an die Kardioide von gleicher Richtung (Aus- 
nahme die Richtung der Scheiteltangente). Dies folgt schon 

3 
daraus, dafs cot —cp für (jp, <)p -|- 120, cp -f- 240 sich nicht 

ändert, und man sieht: die 3 Kreispunkte der 3 
gleich gerichteten Tangenten bestimmen ein 
dem Kreise eingeschriebenes reguläres Dreieck. 



§ 58. Ertimmniig. 

Das Krtimmungscentrum der Parabel im Punkte ^ »j 
hat in Bezug auf F als Ursprung die Koordinaten (vgl. 
Kissoide S. 278): • 

Q (2^ — p)' 2 8r« 

U = 3p — p, V = — ^p, ^^ ;^p = — — , 

wenn ^p den Krümmungsradius der Parabel ^ den der 
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Kardioide bezeichnet. Es ist wieder — = ^-s , da die 

Potenz des Brennpunkts F in Bezug auf den 
Xrümmungskreis (der Parabel) gleich — 3^* und FP und 
FQ' entgegengesetzt, also 



10) (y ?*)'= 2 p r, 



WO r der Vektor des entsprechenden Kardioidenpunktes 
P { x|y; oder 

10a) ^k = — pcos-|-. 

Das Krttmmungscentrum P' ist also der zu P 
zugeordnete vierte harmonische Punkt auf BC, er 
liegt auf der Polaren von P in Bezug auf den 
Leitkreis. 

Für die Koordinaten a und ß des Krttmmungscentrums 
ergeben sich (vgl. Kissoide S. 283) 

11) « = ^2(3^-p), /?^ = (2e-p)«^. 

Hier sind die Koordinaten eines Punktes der Evolute 
ausgedrückt mittelst des Parameters q] wenn p = -^, d. h. 

für r = 2p, d. h. für den Scheitel G' ist ß^ = 0, der 

Punkt ist ein Doppelpunkt, das zugehörige Krümmungs- 

2 
<;entrum ist ein Doppelpunkt und für ihn ist a = — p. Ver- 

ö 

legen wir den Ursprung in diesen Punkt r und wechseln 

2 
die Richtung von + ^> so ist a -f a' = -^ p ; /? = /?' und 

(2g — p)(g — p)p , >2 I ^;2_ P'(2g — P)' _p9 

a— g-p , a ^p — 0^2 —n 

<wo R der Vektor von r als Pol) R = ^ (2 (> — p) ; 

12) R«_«l=:|-R. 



302 XI. Die Kardioide. 

Dies ist die Gleichung einer Kardioide: 

Die Evolute einer Kardioide ist eine Kardioide 
von entgegengesetzter Lage, deren Spitze auf der 

Grundlinie GF liegt und deren Parameter -^ des 

ursprünglichen ist. 

Dies Resultat kann ohne alle Rechnung aus der Fig. 76 
abgelesen werden. M kann als Centrum einer inneren ähn- 
lichen Abbildung mit dem Grundverhältnis 1 : 3 aufgefafst 
werden, wo dann A' und C, B' und ß entsprechende Punkte 
sind; also: 

Das Krümmungrscentrum P' von P liegrt da, wo 
Q M die Normale P C schneidet. 

Desgleichen das Q' von Q wo P M die Normale Q C 
schneidet, die 3. Normale, welche durch C geht, erhält man, 
wenn man C mit dem Punkt F' des Leitkreises verbindet, 
für den C F = C F ist. 

Da B F = B P so gilt der Satz: 

Die Nebenevolute der Kardioide ist der Leit« 
kreis. 

Da Dreieck FMB^MBCso halbiert M B den Winkel 
F B M, es werden also alle von F ausgehenden Strahlen am 
Kreise in die Richtung der Normalen B C reflektiert, und 
da die Normalen die Evolute umhüllen und diese eine 
Kardoide, so haben wir den Satz: 

Die Brennlinie (Katakaustik) eines Kreises M 
für einen leuchtenden Punkt F seiner Peripherie ist 
die Kardioide, welche die Evolute der Kardioide 
ist, für welche Kreis M Leitkreis und F Spitze. 

Zu bemerken ist, dafs nach § 56 Formel 7 nur diejenigen 
Strahlen ins Innere der Brennlinie dringen, welche von 
Punkten der beiden Sextanten neben G ausgehen. Hieran 
knüpft sich die Konstruktion der Punkte, in welchen die 
Tangente an einen der Punkte dieser Sextanten die Kurve 
schneidet, d. h. der Winkel \p^ und t/;, der Formel 7 a und 8. 

Es ist rj = g) der Figur 76, 2 sin -^ = P A' = C Q bezogen 

auf p als Längeneinheit und somit x der Peripheriewinkel des 
Leitkreises, der auf der Sehne P A' oder C Q steht. Da 
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GFB nnd AFB = -^, so hat man nur nötig von B, dem 

Berührungspunkt des Q konjugierten Punktes P ans P A' 
als Sehne nach beiden Seiten in den Kreis zu tragen bis J 
und K so ist G F J' = i/;, und G F K' (F K' die Verlängerung 
von K F) = i/Zg. Diese Konstruktion entspricht der Tangenten- 
konstruktion an die Kissoide S. 280. Zu bemerken ist noch, 
dafs die 3 Tangenten, welche von einem Punkte des Htill- 
kreises ausgehen, den Amplituden f/), 180 + r/), 2 fp zugehören. 
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Wir können uns die Kurve dadurch beschrieben denken, 
dafs ein Punkt P vom Scheitel G' auslaufend gleichzeitig 
zwei Bewegungen hat, 1) sich mit dem Vektor FP um F 
als Pol dreht, und 2) sich auf dem Vektor in der Richtung 
GF bewegt. Da AP konstant gleich p, so ist die zweite 
Bewegung der des Punktes A auf dem Leitkreise gleich, und 
der Unterschied in der Bewegung von A und P besteht 
nur darin, dafs die Radien der drehenden Bewegung sich 
um p unterscheiden. Nach dem Parallelogramm der Be- 
wegungen kann daher ein Bahnelement P^ P^ angesehen 
werden als Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks (das 
Kreisbahnelement steht auf dem Radius senkrecht), dessen 
eine Kathete der kleine Bogen r«; wo 6 die kleine Ände- 
rung der Amplitude (d. h. das Verhältnis des Bogens mit 
Gentriwinkel (p zum Radius) und r den Vektor FP, be- 
zeichnet, und dessen andere Kathete den Unterschied 
zwischen den Vektor F Aj und F A^ bezeichnet. Der letztere 
ist aber p (cos qpg — cos ^j) = 2 p € sin (p wenn r/?^ und ip^ 
um die unmerkliche Gröfse € differieren, somit das Bogen- 

element Pj Pg oder er = 2 6 p cos -^ dem absoluten Betrage 

nach; aber -75- « p cos -^ ist der Unterschied der Berührungs- 

sehnen GAg und GA,, wenn wir uns auf Werte des (p 
unter it oder 180^ beschränken, und somit haben wir den 
entscheidenden Satz (unter der angegebenen Einschränkung). 
Das Kurvenelement ist gleich der vierfachen Dif- 
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ferenz der zu den Endpunkten gehörigen Beruh- 
rnngSBehnen vom Scheitel des Leitkreises ans und 
damit noch den Satz: 

Der Euryenbogen (auf der oberen Hälfte) ist 
gleich der vierfachen Differenz der zugehörigen 
Bertthrnngssehne. 

Also gilt auf der oberen Hälfte für den Bogen G' P 
die Formel 

13) G'P = 4p8m^, 

auf dem untern Bogen gilt für den Bogen G' P Q die Formel 

G' P Q = 4 p + 4 p — 4 p sin ^, 

wo y' das zu Q gehörige Argument, also 180 -|- y. G' Q ist 
daher 4 p cos -^. Wir haben den Satz : 

Die vom Scheitel aus gezählten Bogen, 
welche von einer Spitzensehne abgeschnitten 
werden, verhalten sich umgekehrt wie die 
Krümmungsradien in den Endpunkten. 

Für den halben Zug erhalten wir 4 p und für die ganze 
Länge der Eardioide 8 p. 

Die Eardioide ist gleich dem achtfachen des 
Durchmessers ihres Leitkreises. 

Es ist durch die Formel 13 auch leicht von irgend einem 
Punkt der Eurve aus eine gegebene Länge als Bogen ab- 
zutragen und einen belieben Bogen der Eurve zu teilen. 

Quadratur. Dieselbe Methode, welche für die Eis- 
soide angewandt wurde und dieselbe trigonometrische 
Summenformel ergiebt zwischen 9) = und qp = 90 für das 
Eardioidentrapez, d. h. für das Stück zwischen Bogen G' P 
der Eardioide, Bogen G A des Leitkreises und den Strecken 
G'G und PA 



14) T = p^(|-+sin(p) 



p^ p* 

und da das Stück G A F des Bj-eises gleich ^ y -f- ^ sin 2 qp 

4 o 
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(weil gleich Sektor M G A -f- Dreieck M A F), so ist der 
Kardioidensektor 

15) S = p* ( — <p-\-mig)'{--^mn2 9) V 

Für den Sektor des obem halben Herzens hat man, wenn 
7j = q) — 90 gesetzt wird, 

Für den halben Ring von 9) = bis 9) = 90 

16) R = p''(^ + l). 
Fttr das halbe Herz: 

17) H = p«(i«-l). 

1 C 

R -f- H = -^ Eardioidenring = -q— p*, also die halbe Fläche, 

a O 

6 7t 

welche von der Eardioide umschlossen wird, gleich -q- p*, und 

ö 

fttr die ganze Fläche 

18) K = ^^6. 

Die Fläehe der Kardio'ide ist das sechsfache Ihres 
Leltkreises. 

Einfache Beziehungen bestehen zu den Sektoren und 
Segmenten des Leitkreises, es ist z. B. der Kardioidensektor 
= 8 Stück G F A des Kreises — Segment G A und das Kar- 
dioidentrapez = 8. Stück G F B — 4 Sektor G F B. Wir be- 
merken: 

Die Fläche, welche das Herz durch Rotation um 
die Achse FG erzeugt ist gleich der vom Leitkreis 
erzeugten Kugel. Die vielen Sätze, welche noch in der 
Figur 76 liegen, und die, welche sich aus den Parabelsätzen 
durch Inversion ergeben, abzuleiten, überlassen wir dem 
Leser. 
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XTT, Abschnitt. 

Astroide- 



§ 60. Die Hypocykloi'den. 

Wenn ein Kreis mit dem Radios b anf einen festen Kreis 
mit dem Radius a rollt, ohne zn gleiten, so beschreibt jeder 
Pnnkt aof dem Umfange des rollenden Ejreises, wenn die 
Bertthmng von aufsen stattfindet, eine Epicykloide (vgl. 
Ejirdioide), wenn von innen, eine Hypoeykloide. Das 

Centrum des festen 
Kreises sei Nullpunkt, 
die + X - Achse gehe 
durch den Punkt S^, in 
welchem der die Kurve 
erzeugende Punkt der 

Berührungspunkt der 
beiden Kreise ist. Sei 
P ein beliebiger Punkt 
der Kurve, B der zuge- 
hörige (momentane) Be- 
rührungspunkt, M das 
Centrum des rollenden 
Kreises, so heifst S^ B 
(bezw. sein Argument t) 
„der Wälzungs- 
Winkel" des festen, und P M B der „ Wälzungswinkel" des 
rollenden Bj-eises, und es ist Bogen S^ B = Bogen P B 
(Fig. 78). Sei nb = a, so ist S, B = nb.t; PB = bi:, 
somit T = n t, also: P M B = n t. Bezeichnet man die Koor- 




Fig. 78. 
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dinatenvon M mit x^ und y^, wo x^ = (n — l)bcostimd 
y^ = (n — 1) b sin t, so sind 

1) X = b [(n — 1) cos t + cos (n — 1) t]; 

y = b [(n — 1) sin t — sin (n — 1) t] 

die Gleichungen der Hypocykloide, wo die Koor- 
dinaten durch den Parameter t ausgedrückt sind. Ist n 
rational, so ist die Kurve eine algebraische. 

Aus kinematischen Gründen, d. h. da der Punkt B für 
einen Moment fest, und der Bjreis um B mit B P die Kurve 
in P berührt, ist B P (vgl. Kardioide, Cyklo'ide) die Normale 
und CP die Tangente an die Hypocykloide in P und 
der Winkel, welchen die Tangente in P mit -\- X bildet : 



la) a = 7t — (— tj + t. 



Wir betrachten jetzt die spezielle Hypocykloide, für 
welche n = 4. Es wird 

X = b (3 cos t -f- cos 3 1); y = b (3 sin t — sin 3 1), 
also 2) x = acos^t; y = a8in*t. 

Diese Kurve heifst Astroide (fälschlich Aster . .) oder Stern- 
linie. 



§ 61. Die Kurve. 

Da die Koordinaten von B, wenn wir a zur Längen- 
einheit wählen | = cos t; i^ = sint sind, und die Gleichung des 
festen Kreises ^^-\-y]^ = 1, so sieht man, dafs die Astroide 
aus dem Grundkreis hervorgeht durch die 
Transformation 3. Grades §^ = x; iy^ = yundihre 

Gleichung x» -|- yt = 1 ist. 

Diese Transformation kann auch zur Definition der 
Astroide benutzt werden, die daher auch Paracykel 
heifst. Aus der Verwandtschaft zvnschen Kreis und Astroide 
folgt sofort: Die Koordinatenachsen sind Symmetrie- 
achsen der Kurve. 

Wenn der Vektor P mit r und Winkel oder Amplitude 
POS^ als g) bezeichnet vrad, so ist 

3) tg9) = tg«t; r2=§«+i,« 

= i^' + ri') [i^'+ r]'y- 3 ^-^1?^ = 1 - 3 §^«, 

20* 
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also, was an sich klar, r Maximum nnd gleich 1 [— a — ], 
wenn § = 0; i; = + 1 oder g = -}- 1 ; »y = und r^ Mini- 

1.1 I 



mum und damit r, wenn §2 __ ^2 __ j.2 _-_ j.^^ 



2 ' 



TC 



»l = |y|; 9'=x5 T"^' '^+T' ^"'""T 




Fig. 79. 

In diesen 4 Punkten wird also die Astroide von dem 

a 
Kreis mit dem Radius — berührt. Da r^ sich nicht ändert, 

wenn man | und 17 vertauscht, so sind auch die Durch- 
messer des Grundkreises, welche den Winkel des 
Achsenkreuzes halbieren, Symmetrieachsen der 
Kurve (Fig. 79). 

Setzt man fttr ^ und if ihre Werte in x und y, so er- 
hält man als Gleichung der Kurve in rationaler Form 



4) 



(1 — r«)« = 27 X« y" 
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und als Polargleichung 

27 

4a) (1 — r2)8 = -^r* sin 2 ?). 

Gleichung 4 zeigt: 
Die Astroide ist eine Kurve 6. Ordnung. 

TZ 

4 a) zeigt, dafs zu q) und-^ q) derselbe Wert des r 

gehört. 

Da die Werte des r von bis 45 beständig abnehmen 

(da |^ij^== — sin2t beständig zunimmt) und dann in der- 

selben Weise zunehmen, so ist die Kurve konvex, d. h. jeder 
Zug liegt an derselben Seite der Sehne des Zuges wie 
Punkt 0. Die 4 Punkte anf den Achsen, in denen r Maxi- 
mum (und gleich a), sind Spitzen (Bttckkehrpunkte), d. h. 
Doppelpunkte, in denen die Kurve sich selbst berührt; 
die Achsen sind Doppeltangenten. [Setzt man z. B. fbr 
y ein: A (x — 1), d. h. berechnet die Koordinaten des Schnitts 
einer durch die Spitze S^ gezogenen Geraden mit der Kurve, 
so ist 1— r2=l — x« — A2(l — x)2=(l — x)2f(x)undes 
tritt aus 4) der Faktor (1 — x)^ heraus, so dafs der Punkt 
y==0, x=rl doppelt zählt und für die übrigen Schnitte 
eine Gleichung 4. Grades übrig bleibt Soll die Gerade l 
eine Tangente in S^ sein, so mufs k so bestimmt v^erden, 
dafs X = 1 eine Lösung der reduzierten Gleichung ist, dies 
giebt A = und alle übrigen Schnittpunkte fallen in den 
dreifach zu zählenden Punkt x = — 1, y == 0, d. h. die Tan- 
gente in S^ berührt in Sg.] 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt P{x'y' der 
Astroide eine Gerade (y — y') = A (x — x') Yfo i = tg a, 
so entspricht ihr für den Kreis eine Kurve 3. Grades durch 
den verwandten Punkt §'ij'; rf — Yf^=zX{§^ — 1'»), oder 

4^-77 = ^Ti^fr^^^'^ und für die Punkte, in denen 

die Kurve den Grundkreis schneidet (nach Beseitigung des 

t t' 

Faktors sin — - — , der nur die selbstverständliche Lösung 

t = t' giebt), a) cot -^4^ = — ^TT^"'' ; soll nun t = t' 

2 V -T • ' 
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eine zweite Lösung sein, d. h. die Gerade eine Tan- 
gente, so mufs t = t' eine Lösung von a) sein, d. h. cot t' 
= — Acot*t'; 1 = — tgt'sein, d. h. a = 7t — t' in Über- 
einstimmung mit der allgemeinen Formel in § 1, wodnrch 
zugleich die dort aus der Bewegungslehre gewonnene An- 
schauung fllr die Astroide bestätigt ist; also hat man fttr 

die Gleichung der Tangente im Punkte P{ x'y ' der Astroide : 

5) y-y' = -tgt'(x-x'). 




Fig. 80. 

Da Xqj die Strecke OA, welche die Tangente von der 
Abseissenachse abschneidet, gleich cos t', so ist OB (Fig. 80) 
= 1 bezw. a und damit zugleich bewiesen, dafs die para- 
cyklische Kurve die Hypocykloide für den Fall n = 4 ist, 
und zugleich, dafs DA gleich a; also: 

Die Strecke der Tangrente zwischen den Achsen 
ist konstant und gleich dem Radius des Grundkreises. 

Die Astroide kann daher auch definiert werden 
als die Kurvq, welche eingehüllt wird von einer 
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Geraden der konstanten Länge a, welche mit jedem 
Endpunkt auf einer der beiden (senkrechten) Achsen 
gleitet. (Fig. 81.) 

Man kann dies durch Rechnung direkt ableiten. 

Sei der Winkel, welche die Grerade (der Länge 1) in 
beliebiger Lage mit der negativen X Achse bildet t, so ist 
ihre Gleichung 

y = — tgtx-j-sint, 
und die einer zweiten 

y = — tg (t + 6) X + sin (t + e), 
also für den Schnittpunkt 

= X ftg (t + €) — tg t] — [sin (t + e) — sin t] . 

_. - X sin fi o • * /i. I * ^ 

^^ "^^ costco8(t + e) -2«m^coB(t + ^| 

Ist nun € hinlänglich klein, so ist 2 sin — = sin « ; 

cos (t -|- "ö" ) = ^^^ *> silso X = cos* t; y = sin* t . q . e . d. 

Man kann bemerken, dafs bei der Bewegung jeder 
Punkt der gleitenden Geraden eine Ellipse beschreibt, 
und dafs die Einhüllende aller dieser Ellipsen, d. h. der. 
Ort der Schnitte benachbarter Ellipsen wieder die Astroide ist. 

Es sei P' ein Punkt auf AD für den konstant AP' 
= V, P' D = u ist, so ist y = V sin t; x = u cos t, also: 

X^ V^ 

Sei e) —fY + -^ = 1 eine zweite Ellipse, so ist die 
Differenz der linken Seiten Null und da u — u' == v' — v, 
weil u 4- V = u' 4- v' = a, so ist — nT« = - — «Ta 

I I 7 U^ U * V^ V * 

und für den Schnitt zweier benachbarter Ellipsen, da 
u = u', v = v'ist x® = Au*; v^ = Av* und d) giebt A = a"^, 

somit: x^ -|- y^ = a^, und die Behauptungen sind erwiesen. 

Es ist wichtig, den Zusanmienhang der Astroide mit 
dem Bechteck hervorzuheben. Man kann auch sagen: 
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bleibt von einem Rechteck die Lasre zweier Seiten 
und die Länge der Diagonalen konstant, so amhüllt 
die Diagonale, welche der festen Ecke gegenüber- 
liegt, eine Astroide, deren Punkt die Projektion der 
beweglichen Gegenecke auf die freie Diagonale ist, 
die Gegenecke B beschreibt den Grundkreis, Punkt C 
ist das Centmm des Rechtecks. 



§ 62. Tangente nnd Normale. 
Die Klasse der Astroide: Es ist die Gleichung der 
Tangente, da tg t = ~- : 5 a) -^ — |- -^ = 1, also wenn man 

^i- und — als Linienkoordinaten der Tangente mit l und 

fi bezeichnet, so ist die Gleichung der Kurve in 
Linienkoordinate 

6) i-2-[-^-2^1 = a2 

eine Gleichung 4. Grades, also: 

Die Astroide ist eine Kurve 4. Klasse. 

Dabei sind die singulären Lösungen § ^ ij = + 1 
und r] = 0, § = -j- 1 schon herausgefallen, sie entsprechen 
den 4 Geraden, welche den gegebenen Punkt xy mit 
einem der Doppelpunkte verbinden, welche ja auch als 
(uneigentliche) Tangenten anzusehen sind. 

Die Gleichung des Kreises ist in Linienkoordinaten 

also: 

Die Astroide geht aus dem Kreis durch die 
Substitution AAi = ^^j =t= a-^^ d.h. durch Trans- 
formation der Linienkoordinaten durch reci- 
proke Radien hervor. 

Aus der Gleichung 6) erhält man fllr die Gleichung 
der Kurve in Punktkoordinaten das System x A -|- y ^ = 1, 
A-^-j-/i~^ = a*; xX^-\-jfi^ = und daraus sofort 

x3 -|- y* = a*. 
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Um den Zusammenhang zwischen den Wälzongswinkeln t 

der Punkte, in denen die Tangente im Astroidenponkt P { t' 

die Kurve aufser P sehneidet, mit t' zu ermitteln, kann man von 

der Relation ß des vorigen Paragraphen Gebrauch machen oder 

cos^ t sin^ t 

die Gleichung 5 a) benutzen, in der Form -r -\ t—tt 

° ^ ' cost ' smr 

t' i 

= 1. Man erhält, fast ohne Rechnung, cos 2 1' cos — ^ — 

= cos -^^ — -* und daraus 

7) sin 2 fr= — 2 sin (t + f ). 

Diese Gleichung gestattet, namentlich wenn die Kreise 

a 
mit den Radien a und — gezeichnet sind, eine sehr ein- 

fache Konstruktion der beiden durch jeden Kurvenpunkt 

P { t gehenden P „fremden" Tangenten. Man kann sich auf 
t = bis t = 45 beschränken, wegen der Doppelsymmetrie 
der Kurve. Die Tangenten gehen von jedem Punkt an die 
benachbarten Zweige; zu bemerken ist, dafs nur in der 
Nähe der Minimalpankte t = 45 etc. die eine der beiden 
Tangenten an einer von der Spitze merklich verschiedenen 
SteUe berührt, so ist z. B. für t = 15^ t'i = 179«30'^ 
t'2 = 331« 30, für t = 30^ t'^ = 158« 15' und (p^ = 177« 5'. 

Die Konstruktion der Tangente in P selbst ist durch 
die Bemerkung vollzogen, dafs dann alle 3 Seiten des Drei- 
ecks OMP gegeben sind, und damit ist zugleich die ein- 
fache Konstruktion des Winkels q> aus der Gleichung tg(p 
= tg* t gegeben ; ebenso einfach ist die Konstruktion, wenn 
r gegeben ist, nur dafs dann 4 Tangenten konstruierbar. 
Die Kurve selbst braucht man um die Kubikwurzel 
zu ziehen, d.h. t zu bestimmen, wenn q) gegeben ist; kann 
aber auch, um die Tangente für gegebenes q) zu konstru- 
ieren, die Kisso'ide benutzen. 

Durch die Kurve wird die Tangente zwischen den Achsen 
in die Stücke AP = sin®t und DP=cos^t zerschnitten. 

Die Normale. Die Normale PB hat die Länge -^8m2t; 

aus dem Dreieck ABN (Fig. 80) findet man für die Strecke 
von B bis zur X Achse B N = tg t, und für die Strecke von B 
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bis zur Y Achse B N' = cot t ; NN'= 2 cot 2 1 die Gleichung 
der Nonnale ist: 

8) (y— y') = (x — xOcott, oder 

8a) x?'-yij' = r'-V'- 

Hieraus ergiebt sich 

ON'| = 2cot2tcost; ON = 2cot 2t sint. 




Fig. 80. 

Die Winkelhalbierende, d. h. die Neben(symmetrie)achsen 
teilen NN' oder 2 cot 2 t innen und aufsen im Verhältnis 
cot t, femer ergiebt sich f ttr die Länge der Normale zwischen 
den beiden Nebenachsen 2 a. Dies wichtige Resultat läfst 
sich ohne alle Rechnung ableiten. 

Die Normale macht bei N mit der X-Achse den Winkel 
90 — t, also mit der Nebenachse bei A' den Winkel 45 -|- 1, 
somit ist Dreieck OBA' gleichschenklig, also BA' 
= BO = a und da Dreieck OBD' ebenfalls gleich- 
schenklig mit der Spitze B, so ist B die Mitte von 
A'D', d. h.: 
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Die beiden Nebenachsen schneiden von der 
Normale eine Strecke von der konstanten Länge 
2 a ab. 

Die Normalen amhüllen eine Astroide, deren 
Grundlänge 2a, deren Hauptachsen mit den Neben- 
achsen der primären vertauscht sind, oder: 

Die Evolute der Astroide (Fig. 79) ist eine um 
45^ gedrehte Astroide mit doppeltem Mafsstab. 



s. 




Fig. 79. 

Den Berührungspunkt auf der von den Normalen um- 
hüllten Kurve und damit den Krümmungsmittelpunkt Q 
der Astroide in P giebt das von B' auf die Normale ge- 
fällte Lot (Fig. 80); man sieht, dafs, indem sich der Mafs- 
stab verdoppelt, B an Stelle von C, B' an Stelle von B 
tritt. Da B Q = 2 P B, so ist der Krümmungsradius P Q 

= 3 P B und wir erhalten : 

g 

DerKrümmungsradius q der Astroide ist ^sin 2t. 
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§ 63. Die Fofspnnktknrve der Astroide 

für den Pol 0. 

Sieht man C als inneren Ahnlichkeitspunkt nnd B 
als zugeordnet an, so entspricht dem Punkt P der Astroide 
der Fufspunkt F des von auf die Tangente CP ge- 
fällten Lotes, und G ist die Mitte von F P. Setzt man den 
Vektor F = (>, Winkel (Argument) FOA = i/; = 90 — t, 

1 1 

so ist OF = BP = — asin2t^ — sin2i// also: 

Die Fufspunktenkurve der Astroide fttr das 
Gentrum als Pol hat die Polargleichung 

9) ^ = — sin 2 1/;. 

Da nach dem Pythagoras ^^ = x . A = x (a) cos t 

= X sin i// und cos ip = —, so ist die Gleichung der Kurve 

in Eartesischen Koordinaten 

^« = x2y2(a^ (oder 9 a) {x^ -{- j^f = x^ j\ 

Die Kurve, welche passend : 4-blättrige8 Kleeblatt 
genannt würde, ist also (trotz der einfachen Polargleichung) 
eine Kurve sechsten Grades, sie soll in dieser Form 
von Guido Grandi 1728 in den Flor. geom. (Flor. 1728) 
behandelt sein. Da 9 a) nur die Quadrate der Yariabeln 
enthält und sich nicht ändert, wenn man x und y ver- 
tauscht, so sieht man aus 9 a), dafs sie die Achsen und die 
Halbierungslinien des Achsenkreuzes zu Symmetrieachsen 
hat, was man ohnehin aus ihrem Zusammenhang mit der 
Asixoide weifs. Die Kurve besteht aus 4 kongruenten, in 
sich symmetrischen Blättern (Fig. 81), welche sich und die 
Hauptachsen im Centrum 0, das ein 4-facher Punkt ist, 
berühren, wir wollen sie Vierblatt oder Quadrifolium 
nennen: das Vierblatt hängt eng mit der (auf die Wende- 
tangenten bezogenen) Lemniskate (Abschn. XIV) von der 

a 
Brennweite — zusammen, ihr zweiter und vierter Zug ent- 

spricht den imaginären Zweigen der Lemniskate. 

Die Fufspunktenkurve fttr die Normalen der Astroide 
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mit Pol ist wieder ein Vierblatt, um 45" gedreht und im 
doppelten Mafestab, ihre Gleichung ist ftlr die unveränderte 
Polarachse, aber entgegengesetzte Drehung der Amplituden 
p' ^ a cos 2 1/1 (wo ip = t). Man erhält also die Praikte 
dieser Kurve, wenn man die Sehnen des Kreises mit Doreh- 
messer a vom festen Endpunkt ans gezogen, in die 
Halbierungslinien det Winkel dreht, welche sie mit 
dem festen Durchmeeser 0' bilden. 




Zur Ermittelung der Tangentengleiehuug könnte man 
das für die Kardioide benutzte Verfahren anwenden, wir 
entvnckeln eine neue Methode. 

Die Polargleiehung einer Geraden, welche durch 
den Punkt P' { q' ip' geht und mit dem Vektor q' (nach 
der y Achse zu) den Winkel ju bildet, giebt der Sinossatz 
(Fig. 82): 



Q{jU + t^- 



U'f 
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woraus, wenn xp — xp' = 6 und P und P' Punkte des Vierblatts 

sin 2 i/;' sin {/ti -\- ö) 

sin 2 i// sin ju ' 

hieraus ergiebt der Tangentialsatz, wenn der triviale Faktor 



tg ^ herausgehoben wird 



- 2 tg (,i + A) = tg (.//' + V») (l - tg* 1). 




Fig. 82. 

Soll nun P mit P' zusammenfallen, so mufs d = und 

10) tg^ = — i-tg2i/^' = i-tg2t = tg(9) + t) 

sein, also 

10a) ^ = qp-{-t, 

wo (p zur Astroide gehört, also tg qp = tg^ t' = cot^ i//'. 
Da (Fig. 80) tg F G = 2 cot 2 t = cot ^u, so ist: 

FG die Normale an das Vierblatt in F. 
Wir haben die Sätze: 

Die Gerade, welche den Punkt F des Vierblatts 
mit dem zugehörigen Punkt des Vierblatts der 
Evolute verbindet, ist die Normale des Vierblatts 
in F. 

Die Gerade, welche den Punkt F des Vierblatts 
mit der Mitte des zugehörigen Vektors der Astroide 
verbindet, ist die Normale in F. 

Die Tangente des Vierblatts in F bildet mit 
dem Berührungsvektor OF den gleichen Winkel, 
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welchen die zugehörige Astroidentangente mit 
ihrem Vektor bildet. 

(Die beiden letzten Sätze gelten für alle Fufspunkts- 
kurven fllr die vom Pol ausgehenden Vektoren.) 

Man kann bemerken, dafs der Punkt 6' (Fig. 80), 
welcher sich aus G ableitet, wie G aus F, auf OF so 
liegt, dafs F : G' = 1 : 4. 

Aus der Kongruenz der Dreiecke OFC und CPB 
folgt femer: 

Das Vierblatt ist eine Hypocykloide, erzeugt 

a 
durch einen Kreis mit demselben Radius -j- wie der 

4 

erzeugende der Astroide, welcher auf dem Kreis 

a 
um mit — so gleitend rollt, dafs er seinen üm- 

fang auf einem Quadranten dieses Kreises einmal 
abwickelt. 

Die Gleichung der Tangente im Punkt F | x' y' des Vier- 
blatts ist y — y' = (x — x') tg «, wo a = (i/; — /u), also, da tg /u 

1 v' v' /2x'2 v'^\ 

= -^tg2t//«ndtgV/' = |r;tg« = -|.(2^^^y 

= und — = -Tz—i—, ^-7—» also die Gleichung der 

V V 3ry' — x'a' ° 

Tangente (wenn a = 1 gesetzt wird) : 

xu + yv = x'u + y'v' = r'*=x(3r'x'— y') + y(3r'y' — x') 

oder X A -f- y ^ = 1, wo 

I) A^ = (9r^ — 2a2):r8a, 

„. r' 6r2— 1 . l ^ II 2r' 

II) ^2 I „2 = o»^ oder — + ^ = 



A^ + iu^ ^^i ^ I i — 6r'2 — 1' 

aus welchen Gleichungen sich % und ix als Funktionen von r' 
allein darstellen lassen; eliminiert man r, so ergiebt sich, 
wenn A^ = p; A^-|-^^ = q gesetzt wird 

p(24-q) ^ q(p^ + 9q) 

2(p'^ + 9q) p(54q— 3q2 — 2p2) 
und daraus 

11) 54q8 = p2(24.18q — 36q^— 16p2— 18q2 + q«) 
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als die Gleichnng der Knrve in Linienkoordinaten, 
also: 

Das Vierblatt ist eine Kurve 10. Klasse. 

Zwischen dem Vektor q des Vierblatts in F und dem 
Vektor r der Astroide in P herrscht die Beziehung 

Aus der Definition des Krümmungskreises folgt, dafs 
Kreis und Kurve an der Stelle P ein Bogenelement a ge- 
meinsam haben. Es ist also ^ (der Radius des Ejlimmungs- 
kreis) = a : w, wo w das verschwindend kleine Argument 
des Winkels zwischen den benachbarten Radien qy nach 
den Endpunkten von a bedeutet, welches Argument dem des 
Winkels zwischen den Tangenten an den Endpunkten von o", 
d. h. also der Änderung von a, d. i. i/; — fi gleich ist. Der 
Kosinussatz der Trigonometrie giebt (da cos £, wenn e klein, 

1 €^\ 

gleich 1 — — sin^ € = 1 ö~)^^ das Bogenelement (Fig. 82) 

FF' = <7^ = (^' — ^)^--|-ß^'sin^6: Bezeichnen wir die ver- 
schwindend kleine Änderung einer Gröfse x mit d x, so 
ist allgemein für alle Kurven 

12) a' = (d qY + q' (d V/)^ 

wo d ^ die Änderung bezeichnet, welche q erleidet, wenn ^ 
sich um iip ändert. Es folgt aber aus der Figur 82, da 




Fig. 82. 

F G = r, F' G' = r und F G und F' G beide (für benach- 
harte Tangente) = r gesetzt werden können [0 F F G Kxeis- 
viereck] 

13) a=|rdt| = |rd!/^|, 

welche Relation aus 12) durch Rechnung bestätigt werden 
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kann. Es ist aber w = a — a = 2di/; — dqp. Aus der 
Gleichung tg gp = tg* t = cot® V' erhalten wir, da — 5— 

= 1 -|- tg^ 9 ist, unschwer d qp = 1- dip = ^ — ^ V' 

r^+ 1 
und somit o) =;= — ^ — d ip und damit 



r 

14) ^ = 



r« 



14 a) 



Pk 



r«+l' 

^2 



r r^ -f- a^ 

Hieraus ergiebt sich die folgende Konstruktion des 
Krümmungscentrums des Vierblatts: 

Errichtet in G auf F G das Lot a, giebt Punkt J; ver- 
binde J mit F, projiziere G auf F J in J' und J' auf F G 
giebt das Krflmmungscentrum K. 

Die Koordinaten von K erhält man am schnellsten 
durch Koordinatentransformation, da sie in Bezug auf das 
um ( — t) gedrehte Koordinatensystem bekannt sind. Setzt 
man ^ : r = A, so ist 

Xk = cos t (A cos 2 1 -[- sin^ t (1 — l)) 

und yk geht aus Xk durch Vertauschung von cos t mit sin t 
hervor. Für den Flächeninhalt erhalten wir, wie bei der 
Kissoide fftr das Flächenelement d S zwischen zwei benach- 
barten Vektoren -7- sin^ 2 d ^, bezw. -^ sin* — — . — . Mit 

8 7-7-7 g n n 

Benutzung entweder des komplementären Vektors, der zu 

TT 71/ k t// 

— ip bezw. —. — gehört, oder der für die Kissoide 

4 ^ 4 n 

durchgeführten Rechnung ergiebt sich 

15) F = ^(V'-^sin4V/). 

Für ein ganzes Blatt des Vierblatts ergiebt sich daraas 

Simon, Geometrie der Ebene. 21 
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Das Blatt ist gleich dem Oktanten des ein- 
hüllenden Kreises (mit Radius -^f das Vierblatt 

gleich dem Halbkreis. 

Die Fläche zwischen je 2 Blättern und dem 
Kreis ist auch ein Oktant, so dafs also die Blätter 
und die Zwischenräume alle flächengleich sind. 

[Der Vektor q ist elliptische Funktion des Bogens.] 



§ 64. Bogen nnd Fläche der Astroide. 

Ftlr den Bogen s der Astroide giebt die Formel 

17) a = QT,(x), 

3 3 

da ^ = -^sin 2 t = 3 ß ist und w = dt : a = — sin 2 1 dt, wo- 

raus vgl. Kissoide 

3 3 

18) s = — a sin* t = -j- a (1 — cos 2 1). 

J 4 

Es ist von bis 45<>, G = F P = cos 2 t, und von 

45 bis 90, OG = FP = — cos2t, also für t = bis -^ 

4 

19) s = |-(a — FP) = |-PA 

und für t = -r- bis -zr-, 

4 2 

19a) 8 = l(a-f FP) = |-PA. 

Jeder Bogen der Astroide ist also genau rekti- 
fizierbar, und daher auch (mit Zirkel und Lineal) 
teilbar. 

Zwei Bogen die zu komplementären Amplituden t ge- 

3 
hören, geben immer einen ganzen Zug — a, was aus der 

Symmetrie der Kurve in Bezug auf die Halbierungslinien des 
Achsenkreuzes a priori klar; die ganze Astroide hat die 
Länge 6a. 
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Für da« Flächenelement haben wir iF = T^i(p und 

3 
da d (p = 3 ^^ dt war, d F = — sin^ 2 1 dt, woraus wie zuvor 

o 

20) F = A(t_|sin4t). 

Den einfachen Zusammenhang zwischen der Fläche des 
Vierblattsektors und des zugehörigen Astroidensektors auszu- 

3 Fy-|- Fa = —T— I überlassen wir dem Leser. 

Man kann die Probe der Formel 20) machen: 
Zwei benachbarte Tangenten schneiden sich in P und 
die Abschnitte zwischen der Achse sind cos^ t und sin^ t, da- 
nach ergiebt sich für das kleine Dreieck zwischen y Achse und 

den Tangenten d J^ = — cos* t dt und für das entsprechende 



zwischen den Tangenten und der X Achse d Jg = ~ sin* t dt ; 
danach ist d ( J^^ — Jj ) = -^ cos 2 t dt und daraus J^ — J^ 



1^ 
2 

— cos "^ t at unü daraus J^ — J^ 

= -j sin 2 1 ; d (Jj -j" J2) = "ö" ^* — ^^^^ * ^^^^ * ^* ^^^^^ '^i 4" "^a 

3 1 3 1 1 

= g-t + jgSin4t; 2 Jg = — t + ^sin 4t — j sin 2 1. 

Jg, d. i. das Flächenstück zwischen Tangente, 
Kurve und X Achse, ist damit quadriert. Den Sektor 
erhält, man wenn man zu J^ das Dreieck OPA, welches 
dem Dreieck F D flächengleich ist, hinzufügt, d. i. also 

— o sin* t = — sin 2 t sin* t, und die Addition ergiebt die 
^4 

Formel 20. 
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Die Steinersche Knrve. 



§ 65. Die dreispitzige Hypocykloide (Steinersche 

Kurve). 

Wir betrachten die Hypocykloide, bei welcher der 

1 
Radius des rollenden Kreises — des Radius des festen 

ö 

Kreises ist (Fig. 78). Unsere Gleichungen (§ 60) geben in 
diesem Falle 




1) 



Fig. 78. 

X = a (2 COS t -f- cos 2 t), 
y = a (2 sin t — sin 2 t), 

wo t der Wälzungswinkel, a der Radius des rollenden 
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Ejreises, 3a der Radins des festen Kreises ist; Strahl OB 

soll Wälzungsstrahl, P der Kurvenpunkt, B der zugehörige 

Berührungspunkt, C der Gegenpunkt von P heifsen. 

Wir erhalten zunächst für den Vektor r die Gleichung 

2) r« = a2(5 + 4cos3t); 

welche ftlr die Bestimmung der Gestalt der Kurve die ge- 
eignetste ist. Kombiniert man Gleichung 2) mit der ersten 
des System 1), so ergiebt sich (weil cos 3 1 = 4 cos^ t — 3 cos t ; 
cos 2 t = 2 cos* t — 1 ist) unschwer die Gleichung der Kurve 
in orthogonalen Koordinaten 

3) 8 X a (x* — 3 y*) = r^ + 18 r« a* — 27a^ 

Die Kurve ist also eine Kurve 4. Grades. (Sind x oder y 
oder beide sehr grofs so reduziert sich die Gleichung auf 
r2(r2-f-18a*) = 0, und wird durch r = doppelt erfüllt. 
Die Kurve hat die unendlich fernen imaginären Kxeispunkte 
zu Doppelpunkten, sie ist also bicyklisch.) 

Um die Klasse der Kurve festzustellen, kann man den 
kinematischen Satz benutzen, dafs die Gerade, welche den 
Kurvenpunkt P mit dem zugehörigen Berührungspunkt B ver- 
bindet, die Normale ist, und dann ergiebt sich für den 

Winkel a, den die Tangente mit -f- X bildet, sofort 180 — — . 

Li 

Man kann aber, ähnlich wie für die Astroide, diese That- 
sache durch Rechnung beweisen. Sei der Nebenwinkel von 
a gleich A, so ist die Gleichung der Tangente im Kurven- 
punkt P{ x, y{ t, wenn g; i; die laufenden Koordinaten: 

I sin A -|- 1; cos A = X sin A -|- y cos A; 

und wenn für x und y ihre Werte aus 1 eingesetzt werden 
und a= 1 ist, § sin A -|- 1; cos A = 2 sin (t -}- ^) — si^ (2 1 — A). 
Ist § ti ebenfalls ein Kurvenpunkt { t', so geht diese Re- 
lation über in: 

2sin(t' + A) — sin(2t'— A) = 2sin(t + A) — sin(2t — A), 

welche die triviale Lösung t' = t hat, was evident wird 
wenn man ihr die Form giebt [f — t = (J; t' -|- * = s]- 

4a) 4 sin -^ cos ( — + A J = 2 sin (J cos (s — A), 
also nach Beseitigung der Lösung (J = 
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4b) cos (-^-|-ij = C0S-^C08(8 — l), 

Soll aber die Gerade k Tangente sein, so müssen in P zwei 
gemeinsame Punkte zusammenfallen, d. h. auch noch 4 b) 

mufs die Lösung t' = t haben, für welche cos — = 1 ; 

cos (t -f- ^) = cos (2 t — l) oder tg A = tg — . 

Die Gleichung der Tangente ist also 

t t 3 

4 c) § sin — -}- ij cos g- = sin — t 

Die Koordinaten der Tangente sind 



. t t 

sm -^ cos -^ 

u = -TT — ; v = 



; sin 2" t = sin -^ (4 cos«- — l); 



Sin -^ t sui ö" * 

l = u(4v«sin2-2 t — l); 8in«-t= ^a_|_^a ; ^^^ 

5) u«-|_v« = u(3v« — u«). 

Da 5) vom 3. Grade in u und y zusammen, so haben 
wir bewiesen: 

Die Steinersche Kurve ist eine Kurve 
3. Klasse. 

Da u = 0, V = die Gleichung 5) erfüllen, so zählt 
die unendlich ferne Gerade als Tangente der Kurve. 

Die Gleichung 2) zeigt, dafs r« und damit r alle Werte 
die es überhaupt annehmen kann, zweimal annimmt, wenn 
t das Intervall von 0® bis 120^ durchläuft, und zwar vom 
Maximum 9a* bezw. 3a für t = (Punkt BJ bis zum 
Minimum r = a, für t = 60 (Punkt SJ und von da wieder 
steigend bis r = 3a für t = 120^ so dafs r f ür t = 60 — /!? 
und t = 60 + /? die gleichen Werte hat. Wenn t das Intervall 
von 120^ bis 240^ durchläuft, kehren dieselben Werte von 
r wieder ijnd in derselben Reihenfolge, und wenn t von 240*^ 
bis 360^ geht, desgleichen. Die Kurve besteht also aus drei 
kongruenten Zweigen (Fig. 83), die sich in den drei Spitzen 
oder Rückkehrpunkten R^, R,, R3 berühren. Jeder Zweig 
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zerfällt in zwei symmetrische Hälften, die Scheitel S^ S^ Sg 
sind Symmetriepunkte. Die Kurve hat also drei Symmetrie- 
achsen; die Höhen des gleichseitigen Dreiecks ß^, 
ßg, ßj. Für den Punkt t = 0, t = 120, t = 240, und t = 60, 
t = 180, t = 300, d. h. für die Maxima und Slinima von r 
und nur fttr diese, fällt der Wälzungswinkel t mit der 
Amplitude (p zusammen. Die drei ersten Punkte, die drei 




Fig. 83. 

Spitzen, sind Berührungspunkte des festen und rollenden 
Kreises, entsprechend je einer vollen Umwälzung des 
letzteren; die drei Scheitel sind den Berührungspunkten 
diametral gegenüberliegend und entsprechen je einer halben 
Umdrehung (bezw. ^, 1^, 2^). Man sieht femer, dafs zu 
t = t, t = 120 + 1, t = 240 + 1 die gleichen Werte des r 
gehören. 

Die Amplitude cp bestimmt sich aus t mittelst der 

y 

Gleichung tg g) = —, also 
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2 cos t sin 9) -j- cos 2 1 sin 9> = 2 sin t cos 97 — sin 2 1 cos (p 
oder 

6) 2 sin (t — y) = sin (qp + 2 t) 

und durch den Tangentialsatz 



6.) *?(^+{) = ¥*«ff*' 



wie man ohne alle Rechnung ans dem Dreieck M P der 
Figur 78 entnehmen kann. 

Die Belation 6a) zeigt, dafe wenn t nm 120® bezw. 240® 
wächst, auch q) um 120® bezw. 240® wächst; es wäre zwar 
formal auch möglich, dafs, wenn t um 240® wächst, q) um 60® 
wüchse, so weit Relation 6 a) in Frage kommt, dafs ist aber 
durch die Gleichungen 1) ausgeschlossen. Also: 

In die Steinersche Kurve lassen sich un- 
zählig viele gleichseitige Dreiecke einschrei- 
ben, welche den in den festen Kreis einge- 
schriebenen gleichseitigen Dreiecken ent- 
sprechen. 

Den festen Kreis wollen wir Grundkreis, den Kreis 
um mit Radius a (oder 1) den Scheitelkreis nennen. 

Zunächst soll der Beweis streng durchgeführt werden, 
dafs die Punkte R^ etc. Spitzen sind. Für t = 0®, t = 120®, 
t = 240® wird die Gleichung der Schnittgeraden 

^miX-\-Yi cos X = 3 sin (t -j- X). 

Sei zuerst t = 0, dann ist eine Lösung t' = 0, nach 
Beseitigung derselben geht die Gleichung 4 b) über in 

i -|- -^ ) = cos -^ cos (A — t') 

t' t' 

= cos -^ cos l cos t' -\- cos -^ sin t' sin X 

= cos l COS — sin Ä sin — ; 

folglich 

t' t' t' / t'\ 

cos A' cos -^ 2 sin* -^ = sin Asin-^( l-|-2cos^ — j. 
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Also ist t' = eine zweite Lösung und der Punkt 

t = zählt für jedes X als doppelte Lösung. Nach 

t' 
Beseitigung des Faktors sin-^ nnd damit dieser 2. Lösung^ 

bleibt cos l sin t' = sin A (2 -f- cos t') oder 

a) sin (f -f- A) = 2 sin A = sin d; t\ =d — A; 

t'jj = 180 — ^ — A, 

oder IkinLlJ^ x = iso^, 

Ist i = 0, so ist t = eine 3. Lösung und diese eigent- 
liche Tangente in der Spitze R^, die X Achse, hat mit der 
Kurve in E^ einen doppelten Kontakt (drei unendlich nahe 
Punkte gemeinsam) R^ ist also eine Spitze (oder Bück- 
kehrpunkt); der andere Punkt, in welchem diese Tangente 
die Kurve schneidet, gehört zu t = 180^, es ist der Scheitel Sg. 

Sei dann t = 120*^, dann giebt 4b): 

2 cos (1 4- 60 + a) = 2 cos {^ — 6o) cos (f + 120 — A) 
= cos ("l t' + 60 — a) + cos (l80 + ^ — >!'); 
cos (^1 + 60 + A — cos (l80 + ^ — ^) 
= cos (|- 1' + 60 — a) — cos (^ + 60 + a); 
2 sin (60 — l) sin(l20 + Q = 2 sin (>''— -|) sin (60 + 1'); 

sin (60 — l) sin ^60 — |^) = sin (a — ^ sin (120 — t'); 

also auch hier für jedes A : t'= 120^ eine zweite Lösung, 
nach deren Beseitigung: b) sin (A -|- 60 — t') = 2 sin (60 -\-X) 
= sin<J'; t\ = A-|-60« — 6'; t'^ = A + 6'— 120<>; t\ + t', 
= 2A — 60«. Ist A = 60^ d. h. also a = 120^ so ist 
sin(120 — 1') = 0^ t' = 120^ also eine 3. Lösung, die 
Gerade t = 120« oder Bg ist die eigentliche Tangente im 
Bückkehrpunkt B^ und der 4. Schnittpunkt der Tangente 
B gehört zu t' = 300« (bezw. — 60«). 
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3) Sei t = 240^, so giebt 4 b) nach analoger Umformung 

2 sin (240 +A)sin(l20 - ^)=~2sin(;i-|)sin(240-t') 

also t' = 240^ eine zweite Lösung für jedes A, nach 
deren Beseitigung folgt 

c) 2 sin (60 + A) = sin (60 + 1' — X). 

Für X = 120« [« = 60« bezw. 240«] t\ = 240«, t'^ = 60«. 

Die Gerade t = 240« ist also wieder Tangente mit 

Doppelkontakt in R8{t = 240«; B^ eine Spitze und die 
vierte Lösung gehört zu t := 60«. 



§ 66. Die Tangente. 

Die Tangente im Punkte P { x, y { t hat aufser dem 
doppelt zu zählenden Punkt P noch zwei andere Punkte 
mit der Kurve gemeinsam. Wir fanden 

t t 3 

4) g sin — -|- 1; cos -g- = sin -x- 1. 

Ist g ein Kurvenpunkt { t' und wird cos t' = u, sin t' = v 
gesetzt, so giebt 4) : 2 u sin — + (2 u'-^ — 1) sin 4^ + 2 v cos 4 

— 2 u V cos - = sin ^ t = sin ^ (4 cos^ 1 _ i^ 2 u sin -|- 

+ 2 u^ sin - + 2 V cos ~ — 2 u V cos ^ = 2 sin t cos 4- 
4 J 2 2 

und nach Division mit 2 cos — , wenn tg — = A 

^ 2 

u A 4- V + u (u A — v) = sin t. 
Setzt man uA + v = 0, d. h. also t'i = 180« — 4-; 

t'2=360« — — , so wird von selbst u(uA — v) = sint. 

Somit sind die beiden Schnittpunkte der Tangente 
{180« — A und 360« — i-, d. h.: 
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Die beiden den Schnittpunkten der Tangente 
zugeordneten Berührungspunkte werden von dem 
der Tangente parallelen Durchmesser des Grund- 
kreises ausgeschnitten. 

Berechnet man die Koordinaten der Schnittpunkte, so 
findet man 

x' = — 2 cos — -|-- cos t; y' = 2 sin -^ -|- sin t 

U OL 

x" = 2 cos — -f- cos t; y" = — 2 sin -^ + sin t 

und daraus die folgenden Sätze: 

1) Jede Tangente wird als Sehne von dem 
Wälzungsstrahl des Berührungspunkts halbiert. 

2) Die Mitten aller Tangenten liegen auf dem 
Kreis, der mit dem festen Kreis das Centrum, mit 
dem beweglichen den Kadius gemein hat, d. h. auf 
dem Scheitelkreis. 

3) Die Mitte der Tangente ist der zum zu- 
gehörigen Berührungspunkte (der beiden Kreise) 
diametrale des rollenden Kreises. 

(Punkt C der Fig. 78.) 

4) Die Länge der Tangenten ist innerhalb der 
Kurve konstant und gleich dem vierfachen des 
Radius des Scheitelkreis. 

5) Bewegt sich ein Lineal von der konstanten 
Länge 4a mit seiner Mitte auf einem festen Kreis 
mit Radius a so, dafs die Winkel, welche der Radius 
nach der Mitte und das Lineal mit einer festen 
Anfangsrichtung einschliefsen, sich wie 2 : 1 ver- 
halten, so umhüllt das Lineal die Steinersche 
Kurve, welche seine Endpunkte beschreiben, und 
der feste Kreis ist der Scheitelkreis. 

6) Bewegt sich ein Lineal von der Länge 4a 
mit der Mitte C auf einem Kreise um mit Radius a, 
auf dem F ein fester Punkt ist, so dafs FC und das 
Lineal mit der festen Achse FO ein gleichschenkliges 
Dreieck bestimmen, so umhüllt das Lineal die 
Steinersche Kurve, die seine Endpunkte be- 
schreiben. 
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Satz 6 ist ans Fi^nr 78 geometrisch sofort evident, 
sobald die Eonstanz der Länge der Tangente erwiesen; 
Satz 5 desgleichen, wie denn kanm noch gesagt zu werden 
braneht, dafs die Kurve zu den Trisektionskurven 
gehört. Man kann Satz 1 anch analytisch beweisen. 

Die Gleichung der Tangente ist x sin — -[- y cos — 

3 t 

= sin — t, die der antiparallelen durch F { — a, ist: x sin ^ 

— ycos7r = — sin -^, also die Schnittpunkte: x = cost; 

y = sin t, d. h. Punkt C des Kreises um mit Eadius a. 
Dieser Beweis führt sofort zu einer Erweiterung des Satzes. 

Giebt man — die Form q) — a und zieht durch die Punkte C 

die Geraden, welche mit der Achse die Winkel q> bilden, 
so schneiden sie den S^eis zum zweitenmal in dem festen 

Punkt A { — cos 2 flf, — sin 2 a. Zieht man durch A die 
Sehne A B, so dafs die Bogen F A und F' B (wo F diametral 
zu F) sich wie 2 : 1 verhalten, so sind C A und die Tan- 
gente in Bezug auf diese Sehne antiparallel. Wir 
formulieren : 

Satz 7) Ist auf einem Kreise eine Sehne AB 
gegeben und verbindet man die Punkte C des 
Kreises mit A und zieht durch C die antiparallelen 
in Bezug auf AB, so umhüllen sie eine Steinersche 
Kurve, deren Scheitelkreis der gegebene ist. 

Satz 6 giebt eine sehr bequeme Konstruktion der Kurve 
aus den Tangenten, sowie eine höchst einfache Konstruktion 
der Tangente in P, wenn nur P, der Scheitelkreis und die 
Achse gegeben ist. 

Die Tangente in P^ { t schneidet die Steinersche Kurve 
in PjlSO — ^ und PgjSeO — 4; die Tangenten in P, 

-bezw. 180 — -7, 
4 4 

folglich ist der Winkel, den sie mit einander bilden 



und Pg bilden mit — X die Winkel 90 — - bezw. 180 — 



180 



— -^ — (90 — -^), d. i. 90, also (Fig. 84) : 
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8) Die Tangenten in den zu einer Tangente ge- 
hörigen Seimittpunkten stehen auf einander senkrecht. 

Da die Gleichungen der Tangenten in Pg und Pg 

t , . t 3/ 

X cos — + y sin -7 = — cos -r t 

4 I «^ 4 4 

. t t . 3^ 

xsin- — yco8^=sin-t, 

so ist ihr Schnittpunkt Q{ — cost; — sint, d. h. 




Fig. 84. 

9) Die Tangenten in den Schnittpunkten 
einer Tangente schneiden sich auf dem 
Scheitelkreis in dem der Mitte der Tangente 
diametralen Punkte. 
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Da die Normalen in P^ und Pg den Tangenten in Pg 
und Pg parallel sind, so bestimmen die Tangenten und 
Nonnalen ein Rechteck, s. Fig. 84, von dem C der Mittel- 
punkt und folglich schneiden sich die Normalen in B, d. h. 
auf dem zu P^ gehörigen Berührungspunkt der erzeugenden 
Kreise, also: 

10) Die drei Normalen der drei auf Einer 
Tangente liegenden Kurvenpunkte schneiden 
sich auf dem festen Grundkreis in dem zum 
Berührungspunkt der Tangente gehörigen Be- 
rührungspunkte. 

Da Q die Gleichung der Tangente t' = 180 + t, 

t' t 

— =90-|-— befriedigt, so haben wir den Satz: 

OL U 

11) Die dritte Tangente durch den Schnitt- 
punkt der beiden auf einander senkrechten 
Tangenten in den Schnittpunkten einer ersten 
Tangente steht wieder auf dieser senkrecht 
und wird im Schnittpunkt halbiert, 

oder 

11) Kathete, Hypotenuse und Höhe jedes 
rechtwinkligen Dreiecks sind als Tangenten 
einer Steinerschen Kurve anzusehen, deren 
Scheitelkreis der Feuerbachsche des Drei- 
ecks ist. 

Da wegen der Kongruenz der Dreiecke Pg B P^^ und 
Pg Q y die Strecken P^ y und Pg Pj gleich sind, so ist ea 
leicht, auf jeder Tangente den Berührungspunkt zu kon- 
struieren. 

Der Durchmesser G E, der die Kathete halbiert, ist der 
Ur-Tangente Pg Pg parallel, hieraus ergiebt sich sofort 

COSi = ^COy; EOSg = ^EOQ; G0S2= ^GOQ, d.h.: 

12) Die Scheitel der Steinerschen Kurve 
teilen die Bogen des Feuerbachschen Kreises 
über den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks 
von den Mitten aus im Verhältnis 1 : 2. 

Durch jeden Punkt Q des Scheitelkreises (bezw. C) 
gehen 3 Tangenten der Kurve, eine, die in Q halbiert wird, 
zwei andere, die in Q auf einander senkrecht stehen und. 
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deren Berühmngspnnkte auf der vom Gegenpunkte C auf 
die erste gefällten Lote liegen, welches ebenfalls eine Tan- 
gente ist. Zieht man durch irgend einen Punkt Y des 
Scheitelkreises die Tangente, welche in Y halbiert wird, 
Fig. 84, und zieht Y und Q Y, und verlängert Q Y bis 
an den Umkreis des Dreiecks Q P^ Pg nach X, so ist Q 
Ahnlichkeitscentrum, das Grundverhältnis 1 : 2. Nennen wir 




Fig. 84. 



Winkel XPgQix, so ist Q0Y = QCX = 2x; YOv 

[v auf der Achse] = 180 — 2 x — t, also e = 90 — x -|-- ö? 

also FBP8 = 90 — x; XF parallel der Linie, welche Y 
mit der Mitte von QF verbindet. Diese Linie ist parallel 
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A Q und steht auf QP3 senkrecht, also XF senkrecht QP3; 
FXP3 = 90 — x = d; Viereck XBFPg ein Kreisviereck, 
also XBPg ebenfalls ein Rechter, also AB F die Simpson- 
sche Gerade des Punktes X. Die Umkehmng ist noch 

leichter zu erweisen ; da ^ = 90 — x, somit € = 90 — x -|- -^, 

Y Bj = 180 — 2 X + 1 = 26. Damit ist bewiesen : 

Die Simpsonschen (Wallace) Geraden eines 
recttwinkligenDreiecks umhüllen dieSteiner- 
sche Kurve, welche durch das Dreieck be- 
stimmt wird. 

Der Punkt Y, in welchem die Simpsonsche Gerade 
den Feuerbachschen Kreis und zugleich die Verbindungs- 
gerade ihres Pols mit dem Ähnlichkeitscentrum schneidet, 
ist die Mitte der Tangente, auf welcher sich die Schnitt- 
punkte durch den Kreis um Y mit 2 a bestimmen und der 
Berührungspunkt mit Hülfe der früheren Relation 'P^y=V^F^. 

Diese Sätze lassen sich verallgemeinem. Durch jeden 
Punkt H im Innern gehen 3 Tangenten, zu jeder Tangente 
gehört eine, welche auf ihr senkrecht steht, — man erhält 
sie, indem man die Tangente zum Schnitt mit dem Scheitel- 
kreis bringt und in dem der Berührungsstelle femer ge- 
legenen Schnittpunkt das Lot errichtet. (Der Durchmesser 
des Scheitelkreises ist der die Berührungspunkte verbindenden 
Tangente parallel). Man erhält so ein Dreieck ABC (Fig. 85), 
dessen Höhenschnittpunkt H und dessen Feuerbach der Scheitel- 
kreis ist. Die Seiten und Höhen dieses Dreiecks sind Tan- 
genten des Dreiblatts und zugleich Simpsonsche Geraden 
des Dreiecks. Es ist nur zu beweisen, dafs die Tangenten 
1' und 2', welche auf 1 und 2 senkrecht stehen, sich auf 3 
schneiden. 

Wir entwickeln zunächst die einfache Relation zwischen 

den 3 Tangenten, welche vom selben Punkt H { a; b aus- 
gehen. 

Wir haben, wenn qpj = i etc. 

1) a sin gpj -f- b cos gPj = sin 3 q)^ 

2) a sin 9^2 4" ^ ^^® 9)4 = sin 3 g)^ 

3) a sin qpg + b cos qpg = sin 3 gpg, 
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aus 1) und 2) ergiebt sich 

a = cos (tj -|- tg) + cös *! + Cös tj, 
b = — sin (t^ -|- tg) -]- sin tj -j- sin t^. 

Die entsprechenden Relationen erhält man aus 2) und 
8), und 3) und 1), und da sieh a und b nicht ändern, so 
erhält man: 

7) t, + t, + t3 = 360, 
in Worten: 

Die Summe der Winkel, welche die 3 von einem 
Funkt ausgehenden Tangenten an die Steinersche 
Kurve mit der Achse bilden, ist 2 Rechte. 

Die Tangenten 1', 2', 3', welche auf 1, 2, 3 senkrecht 
stehen, die konjugierten Tangenten, haben die Gleichungen 

X cos (p^ — y sin qpj =: — cos 3 cp^ 
X cos q)^ — y sin qpg = — cos 3 (p^ 
X cos 9)3 — y sin qpg = — cos 3 ^g, 

also für den Schnittpunkt von 1' mit 2' 

8) X = cos (t^ -f- tg) — cos t^ — cos tg, 
y = — sin (tj -f- 1«) — sin t^ — sin t^. 

Hieraus 

— 1 — ==cos-^-^ = + cost8; ^-l_ = _smt8 

imd — = tg ^"f ' = — te -??■> "1 welcher letzteren 

X — a ° 2 ° 2 ' 

Oleichung bewiesen ist, dafs der Punkt C } x, y auf der 
Tangente 3, oder: 

Je zwei zu je zwei Tangenten Eines Punktes H 
konjugierte Tangenten schneiden sich auf der 
3. Tangente des Punktes H. 

(Zugleich ist analytisch bewiesen, die Mitte des oberen 
Höhenabschnitts liegt auf dem Feuerbach, und die Gerade, 
welche diese Mitte mit der der zugehörigen Seite verbindet, 
ist ein Durchmesser.) 

Es bilden also die 3 Tangenten 1', 2', 3' ein Dreieck 
ABC (Fig. 85), dessen Höhen 1, 2, 3 sind, und dessen Feuer- 
bach der Scheitelkreis ist, da er nach Konstruktion durch 
die Fufspunkte der 3 Höhen geht. Aus den Elementen der 

Simon, Geometrie der Ebene. 22 
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Planimetrie ist bekannt, dab H der äoCsere Ähnlichkeits- 
pnnkt des Feuerbach und des Umkreises ist, Gnmdyerhältms 
1 : 2, also a xmi A entsprechend, T nnd X desgL, und O' 
desgl., wo X ein beliebiger Punkt des Umkreis; YE T D die 
zugehörige Simpsonsche Glerade; also TOT = t, denn wie 




Fiir. 85. 
t 1 

vorher ist — == 90 — x -j- — t ', wenn x wieder Peripherie- 
winkel XCA; A'OT = T";aOY=AO'X=:2x, alsoYOT 
= 180 — 2 X -f- t" = T, somit die beliebige Simpsonsehe 
Gerade Y E T Tangente an die Knrve und wir haben den 
Satz von Steiner bewiesen: 

Die Simpsonschen Geraden eines Dreiecks um- 
hüllen die Steinersche Kurve, deren Scheitelkreis 
der Feuerbach des Dreiecks ist. 



§ 66. Die Tangente. 339 

Winkel S,OA' ist 60 — r", Winkel YOA' als Winkel 
an der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks ist 180 — 3 t", 
somit gilt allgemein der Satz: 

Die Scheitel teilen den Bogen des Scheitel- 
kreises über der Seite jedes dem System dreier 
Tangenten vom selben Punkt konjugierten Dreiecks 
von den Mitten der konjugierten Tangenten aus im 
Verhältnis 1:2, oder: 

Teilt man die Bogen des Feuerbachschen 
Kreises über den Dreiecksseiten von den Mitten der 
Seiten aus im Verhältnis 1:2, so begrenzen die Teil- 
punkte ein gleichseitiges Dreieck. 

Die Simpsonsche Gerade yE schneidet den Scheitel- 
kreis bezw. den Feuerbach des Dreiecks ABC zum zweiten- 
mal in Z, dann ist E Z A' = £, weil e gleich der Hälfte des 

Centriwinkels YOA' ist, denn 6 ist -^r —, also ist y E 

parallel der Winkelhalbierenden vonZA'C, d.h. aber yE 
iöt vgl. S. 172 eine der Asymptoten der gleichseitigen 
Hyberbel, die ABC ungeschrieben und deren Centrum Z 
ist. Die Senkrechte in Z geht durch den y diametralen y' 
und ist auch eine Tangente, deren Halbierungspunkt y' 
ist, weil 180 + r = 2 (90 + t) ist. Wir haben die Sätze, 
S. 182 etc., deren Beweis hier eigentlich gegeben: 

1) Die Asymptoten der gleichseitigen Hyberbel- 
schar eines Dreiecks umhüllen die zum Dreieck 
gehörige Steinersche Kurve. 

2) Die Asymptoten einer einem Dreieck umschriebenen 
gleichs. Hyperbel sind die Simpsonschen Geraden zu zwei 
diametralen Punkten des Umkreis. 

2 a) Die beiden Simpsonschen Geraden zweier dia- 
metralen Funkte des Umkreis stehen aufeinander senkrecht. 

3) Durch jeden Punkt des Feuerbach gehen 3 Simpson- 
sche Geraden, von denen 2 auf einander senkrecht und die 
dritte die Höhe des vom zugehörigen Durchmesser abge- 
schnittenen rechtwinkeligen Dreieck ist. 

4) Wählt man als Achse die Linie vom Centrum des 
Feuerbach nach einem der Punkte, welche den Bogen des 
Feuerbach zwischen 2 Ecken des durch die Teilpunkte der 

22* 
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u\^ at^ Seiten gebildeten gleichseitigen Dreieck 
>s^ ^ask die Gleichung der Simpsonschen Gerade 
V » . > vHM <f = r sin 3 r/), wo r der Radius des Feuer- 

Hjlu idchtl wiederum, wie die Lehre von den höheren 
\i.tca oiu^ Quelle elementargeometriseher Sätze ist. 




Vig. 86. 

Da alle die einer Konfiguration H entsprechenden un- 
zähligen Dreiecke ABC denselben Feuerbach und somit 
den gleichen Umkreis besitzen, so bleiben alle Relationen, 
die nur vom den Radius des Feuerbach a bezw. dem des 
Umkreis 2 a abhängen, für alle diese Dreiecke unverändert, 
so z. B. ist 

AB«+CH2 = BC« + AH2 = CA« + BH^=16a*, 
daAB = 2asiny, CH = 4acosy. 
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Wir betrachten noch kurz die Fufspnnktenkurve für 

das Centrüm als Pol, Fig. 84, giebt dann für das Lot 
3 

^ = a8in-^t. Wählen wir als Polarachse -f-Y und zählen 

die Amplituden von -|- Y nach -f- X, so ist qp = — und so- 

mit die Polargleiehung der Fufspunktkurve 
9) ^ = a sin 3 9), 

wo y = — . Geht t von bis 60^, so q> von bis 30^ 




Fig. 86. 



(Fig. 86), q von bis l, geht t von 60^ bis 120^, so q von 1 



a 



bis 0, (f von 30^ bis 60^ so dafs ^ für 9) = 30«— a und 30« 
dieselben Werte hat ; t von 120« bis 180«, q> von 60« bis 90«, 
q von bis — 1, d. h. die Werte des q sind in der Ver- 
längerung des Vektor zu konstruieren; t von 180« bis 240«, 
q> von 90« bis 120«, q von — 1 bis 0, t von 240« bis 300«, 
<f> von 120« bis 150«, q von bis 1, t von 300« bis 360«, 
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q> von 150^ bis 180^, q von 1 bis 0. Die Kurve ist ein 
Dreiblatt, analog dem Vierblatt der Astroide. Ihre 
Gleichung in kartesischen Koordinaten p* = y (4 x^ — q% 
es ist also ebenfalls eine bieyklische Knrve 4. Ordnung. 



§ 67. Die Normale^ Erfimmungsmittelpunkt etc. 

Die Gleichung der Normale im Punkt x'y' | t der 
Steinerschen Kurve ist 

t t 3 

10) X cos -jr y sin -^r- = 3 cos -^ t. 

£4 U U 

Ihre Linienkoordinaten 

t . 3 , 

cos — Olli "ö" * 

u = : v = 



3 cos -^ t 3 cos -^ t 

u« -}- v^ = ^T— genügen der Gleichung 

9 cos®-^- 

11) (u« + v^ = 3 u (u^ — 3 v«). 

Die Gleichung unterscheidet sich • von der Gleichung 
der Kurve in Linienkoordinaten nur dadurch, dafs a in 3 a 
übergegangen und u und — u, d. h. also die -f- X mit — X 
vertauscht ist, also: 

Die Normalen der Steinerschen Kurve umhüllen 
wieder eine Steinersche Kurve, deren Dimension sieh 
verdreifacht hat, und welche gegen die ursprüngliche 
um 180® bezw. 60® gedreht ist. 

Man kann dies auch ganz direkt aus der Gleichung 10) 
entnehmen; dreht man die Polarachse (die X Achse) um 180^, 
so geht X in — x', t in 180 — % über, und die Gleichung 
der Normale wird 

, . T % .3 

x' sm -^ -|- y cos -^ = 3 sm -^ r. 

Das ist die Gleichung der Steinerschen Kurve, deren 
Scheitelkreis den Radius 3 a, der Grundkreis 9 a hat, und 
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welche gegen die ursprüngliche Lage um 180^ bezw. 60* 
gedreht ist. 

Der Berührungspunkt dieser Tangente hat die Koor- 
dinaten §' = 3 (2 cos T -|- cos 2 t) ; rj = 8 (2 sin r — sin 2 t), 
und folglich sind die Koordinaten des Krümmungs- 
centrums K der Steinerschen Kurve für den Punkt 

j X y { t in Bezug auf das alte System 

12) §=3 (2 cos t — cos 2 t), 

1? = 3 (2 sin t + sin 2 t), 

woraus sich für OK = r' die Relation 12a) t'^-{-9t^=90 
ergiebt und für den Krümmungsradius q aus Q^ = (§ — x)^ 

13) ^ = + 8 8m34- = 4PB 

der Fig. 78 und damit sowohl aus 12 a) als 13) eine ein- 
fache geometrische Konstruktion des Exümmungscentrum K. 

Da aus der Natur der Evolute oder Krümmungsmittel- 
punktskurve sofort erhellt, dafs der Bogen der Evolute 
zwischen zwei Krümmungscentren K und K' gleich dem 
absoluten Betrag der Differenzen der zugehörigen Krüm- 
mungsradien also I ^' — ^1 ist, also 



s' = 8 



3 , 3 

cos -^ r — cos -^ T 



SO erhalten wir für den Bogen der Steinerschen Kurve 
zwischen den Punkten P 1 1 und P' j t' die Formel 



14) , = | 



COS -^ r — cos — t 



Igt t' = 0, so giebt dies für den Bogen von S^ ans 
gezählt bis P 

8 /, 3 A 16 . 2 3 , 

14a) s = y(^l — cos-2-tJ = -g-sin2-jt. 

Zu bemerken ist, dafs wegen der Zweideutigkeit im 
Vorzeichen des q die Formel 14) nur innerhalb eines Zuges 
und 14 a) nur im ersten Zug gilt. Gröfsere Bogen, z. B. 
zwischen t = bis t = 120 -\-g)y wo q) ^ 120, werden aus 
dem ganzen ersten Zug und dem Bogen zwischen t = 120 
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bis 120 -f- % der gleich dem Bogen zwischen und q) ist, 
zusammengesetzt. Für die ganze Kurve erhalten wir s= IGa^ 
also: 

„Die Steinersche Kurve ist rektificierbar und ihr 
ganzer Zug gleich dem 16fachen Radius des Scheitel- 
kreises. 

Um die Fläche zu berechnen, welche von zwei Vektoren 

eingeschlossen wird, bedienen wir uns des Umstandes, dafs 

ein Dreieck zwischen zwei hinlänglich benachbarten Vektoren 

und dem Kurvenbogen gleich ist dem halben Produkt aas 

dem Bogen(element) und dem von auf dies Element, das 

mit der Tangente zusammenfällt, gefällten Lot ; das Lot war 

3 
asin — t, das Bogenelement q ist, wenn wir uns auf den 

Bogen zwischen und 120^ beschränken: 

-j a [^cos y t — cos y (t + 6) J 

und wenn e hinlänglich klein und der Winkel durch 

3 3 

sein Amplitude gemessen wird, ist sin-p€ = -pe, somit 

4 4 

8 3 3 S 

a=a-ö-.2.-|-sin — t = a.€.4sin-^t, also für das 

O ^ OL OL 

3 
Flächenelement j = € 2 sin^ — t = € (1 — cos 3 1). 

Denken wir uns den Sektor begrenzt, von -|- X — (t = 0) — , 

dem Vektor r { t und der Kurve, dadurch erzeugt, dafs die 

eigentliche Amplitude q) sich von ausgehend um die 

t 
kleinen Stücke ri vermehrt hat, die zu Änderung e = — 

gehören, wo n über jedes Mafs grofs, so ist dieser Sektor 



== 1 € (l — cos 3 J 



^ ^ t o kt , 3t ^ 3kt 

= t — 1 cos 3 = t :r H COS 



n n 3 n n 
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Die letzte Summe setzen wir = A und bezeichnen 

3 1 
3 t mit q) nnd mit ip^ so dafs 

A = cos ?// -f- cos 2\p , .-\- cos n i/;, 
nnd setzen 

B = sin i/^ -(- sin 2 i/; . . -|- sin n i/;, 
dann ist 

A cos t/; -f- B sin 1/; = A -|- 1 — cos n i/;, 
A cos V^ — B sin t/; = A — cos i// + cos (n -f- 1) <//, 

woraus sich nach bekannten und einfachen Umformungen 
ergiebt: 



A = 



sm-^cos-^(n+l) 



. xp 



also k\p = 2 sin — i/; cos -^ (n -f- 1) und da xp =— und n 
ttber jedes Mafs grofs 

A t/; = 2 sin ^ cos ^ = sin (jD = sin 3 t, 

somit 15) V = t ^ sin 3 t 

und für den Sektor zwischen den beiden ersten Achsen 

2 
V = — TT und für die ganze von der Kurve eingeschlossene 

ö 

Fläche = 2 a« TT, d.h.: 

Die von der Kurve umschlossene Fläche ist 
das Doppelte des Scheitelkreises. 

Die von der Steinerschen Kurve umschlossene 
Fläche wird von dem Scheitelkreise halbiert. 



XIV. Abschnitt. 

Cassinisclie Knrren oder Lemnistaten. 

§ 68. Die Cassinischen Kurven. 
Gegeben seien die Punkte F und F^, „die Brennpnnkte", 
es soll der Ort des Punktes P bestimmt werden, fttr den 
das Produkt (Rechteck) seiner Entfernungen von F und F, 
gleieli dem konstanten Quadrat e* ist. 



Die konstante Entfernung FFj, sei 2 a (Fig. 87) (a die 
„Brennweite"). Der Achsenvvinkel sei 90", die Mitte M 
von FFj sei Nnllpimkt, MF^ (F^ rechts von M) sei -\-X, 
femer PF^?; PF^^e,; MP=-r. Winkel FJlF^=<p. 
Mach dem Gosinussatz ist a) im Dreieck PMF 

^* ^ (r' -|- a^ -[- 2 a r cos q). 
b) Im Dreieck FMP^ 

pj ^^ (r* -}" **) — 2 a r cos ip. 
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Multipliziert man, so erhellt 

1) Q^Ql = (r«+ a^ — 4a«r« cos« (p = cS 
oder: 

2) r*— 2 a«r« cos 2 r/) = c^ — a* = d*. 

Die Gleichung 2 ist die Gleichung der Ortskurve in 
Polarkoordinaten mit M als Centrum oder Pol und 
MF^ als Polarachse. 

Man sieht sofort, dafs 3 Fälle zu unterscheiden: c>a; 
c<<a; getrennt durch c = a. Die Kurven heifsen gemein- 
sam: Cassinische Kurven oder Lemniskaten; sie 
spielen in der Optik eine Rolle und erscheinen im Polari- 
sationsapparat, wenn aus einem optisch zweiachsigen Kry- 
stalle eine zur Winkelhalbierenden der Achsen senkrechte 
Platte geschnitten wird. 

Da cos q)= — und r* = x* -)- 7^y s^ hat man 

3) 4 a« X« = (r« + a^)*^ — c* 

= (r2 _|_ a« + c«) (r^ -(- a^ — c^) ; 4 a^ y ^ ^ c* — (r^ — a^)« 

= (r2 + c^ — a«) (c* + a^ — r^). 

Jede der Gleichungen 3) zeigt, dafs die Kurven vom 
4. Grade sind. 

Benutzt man beide Gleichungen 3), so sind die beiden 
Variabein x^ und y^ mittels der Gröfse r^ einfach aus- 
gedrückt; r heifst dann ein Parameter, und die Ein- 
ftlhrung eines Parameters ist für höhere Kurven, besonders 
für Transcendente meist sehr zweckmäfsig. Ersetzt man r^ 
durch X« -j- y^, so erhält man 

4) (x2 + y2 -f a2)2 = c* + 4 a2 x2, oder 

5) ' (x2 + y2)2 — 2 a2 (x2 — y2) = d*. 

Die Gleichungen 4 und 5 enthalten nur die Quadrate 
von x und y, daher sind beide Achsen Symmetrie- 
achsen der Kurven und es gehören immer 4 Punkte zu- 
sammen, deren Koordinaten sich nur durch die Vorzeichen 
unterscheiden, wir wollen sie ein System „gepaarter" 
Punkte nennen. Man kann sich also bei der Untersuchung 
der Gestalt der Kurven auf den Quadranten I(+x, -\-j) 
beschränken. 
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Für die Konstruktion der Kurvenpunkte kann man sich 
entweder des Potenzsatzes beim Kreise bedienen oder (Fig. 87) 
man schlägt um F und Fj mit Radien q und q^ Kreise, so 
dafs QQi = G^ ist. Ist z. B. AB CD em Quadrat (Fig. 88) 
mit der Seite c und verbindet nun B mit einem beliebigen 
Punkt G auf A D, so schneidet B Gr die Seite C D in E so, 
dafs AG.EC = c2 ist. Durch Drehung des Strahles BG 
erhält man alle zusammenpassenden Werte von q und pj, 
von bis 00. 

Die Kreise, die man um F und F^ mit AG und EC 
schlägt, schneiden sich im allgemeinen in 2 Punkten, und 

durch Vertauschung von 
AG und EC erhält man 
die beiden anderen mit- 
gepaarten Punkte. Wie 
auch c sein mag, so hat 
eine Schar jener Kreise 

immer reelle Schnitt- 
punkte, denn wenn der 
Radius q sehr grofs, so 
ist Q^ sehr klein und der 
Kreis um F schliefst 
jenen um F^ ein, wenn 
aber q sehr klein und q^ 
sehr grofs ist, so ist's 

umgekehrt ; dazwischen 
mufs also der Fall ein- 
treten, dafs die Kreise 
sich schneiden. 

Die Gleichung 3 zeigt, 
dafs, wenn y = ist, 
x2 = c2-f a2 oder a^ — c^ 
ist; die Kurve mufs also, wie auch c sei, die X Achse 

in den zwei (reellen) Punkten y = 0, x = + Ve^ -{- a.^ 
schneiden; die beiden anderen Schnitte sind imaginär (un- 
sichtbar), wenn c >> a, reell, wenn c < a, und fallen, wenn 
c = a in M zusammen, der dann doppelt zu zählen ist. 
Man sieht aus jeder der Gleichungen, dafs M das Centrum 
der Kurve ist, allerdings im eigentlichen Sinne, d. h. so, 
dafs jede Strecke, welche durch M gebt und zwei (reelle) 
Kurvenpunkte verbindet, in M halbiert wird, nur wenn 




Fig. 88. 
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c ^ a ist ; da, wenn c < a Gerade durch M, deren 
Gleichung also von der Form y = Ty ist, die Kurve in 
zwei Paar reellen Punkten schneiden können. 

und nur die Verbindungssehnen von Punkten mit entgegen- 
gesetzten Koordinaten werden in M halbiert. 

Ist X = 0, so ist y2 = c2 — a2 oder — (c^ + a^) ; 
zwei Schnittpunkte der Kurve mit der Y Achse sind also 
stets imaginär, die beiden anderen nur reell, wenn c > a. 
Ist c = a, so fallen auch diese beiden in M zusammen. 
Wenn aber c <! a, so besteht die Kurve aus zwei ganz 
getrennten symmetrischen Teilen, die sich auf der Grenze, 
wenn c = a in M vereinen ; wenn c > a, so bildet die Kurve 
nur einen Zug. — Die Kurven liegen, wie 2) oder 3) zeigt, 
stets im Endlichen, da r^ in die Grenzen c^ -|- a^ und 
c^ — a^ eingeschlossen und wie 5) zeigt, auch x^ — y^ ; sie 
haben also keine reellen Asymptoten. Gleichung 3) zeigt, 
dafs 4 a^ y^ und damit y^ und damit der absolute Betrag 
von y „ I y I " am gröfsten, wenn r^ = a^, r = a ist, d. h. 
also in den 4 Punkten, in denen der Kreis um M mit 

(»2 

Radius MF. die Kurve schneidet, und dafs dort |y|=^r— 
1 ' '•^ ' 2a 

ist. Da aber x^ nur positiv, x reell, wenn r*>>c^ — a^ ist, 

so sind diese Punkte nur dann vorhanden (reell), so lange 

a^>c^ — a^ ist, d.h. c^^2a^ ist. Die Kurven haben 

dann in diesen Punkten 2 Doppeltangenten, welche der 

X Achse parallel sind. (Fig. 89.) 

Die Gleichung 4) lehrt, dafs der kleinste Wert von 

r* -|- a^ und damit von r® und r eintritt, wenn x = 0, 

r^ = c* — a* ist. Es ist leicht zu zeigen, dafs, so lange 

c* < 2 a ist, die Kurve an diesen Stellen, wo sie die Y Achse 

schneidet, eine Einsenkung hat, die sich je näher c^ an 2 a^ 

kommt, verliert und umgekehrt immer stärker wird, wenn 

c^ abnimmt und sich a® nähert, bis für c =^ a die beiden 

Einsenkungsorte sich zu einem Doppelpunkt in M vereinen. 

Wird c^ noch kleiner, so reifst die Kurve auseinander und 

bildet zwei getrennte Ovale, während, wenn c^ == 2 a*, die 

Kurve die Gestalt eines Ovals hat, wie die Figur 89 zeigt, in 

der die beiden Grenzfälle c = a und c^=2a* ausgezogen, 

die anderen punktiert gekennzeichnet sind. 
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Den Beweis der Einsenkung giebt Gleichung 3). Da 
wie 4) zeigt, r sich für von aus wachsende oder ab- 
nehmende Beträge des x stets um positive Beträge ändert, 
so ändert sich 4 a* y* in der Nähe von x = 0, bezw. 
r^ = c* — a* um 2e (2 a^ — c*), wo € die in dieser Um- 
gebung stets positive Änderung von r* bezeichnet. So lange 
also 2a*>c®, wächst 4a^y* und damit |y| zu beiden 
Seiten der Stelle x = und | y | hat dort ein Minimum 

V c^ — a*. Wird c* = 2 a*, so wird ftlr x = y* = a* und 
der Kreis um M mit a berührt die Kurve in den Punkten, 
wo sie die Y Achse schneidet und |yl zugleich sein Maxi- 
mum hat Die Kurve hat dann mit den beiden Parallelen 




Fig. 89. 

zur X Achse y = + * ^^^ ^^^ Punkt x = 0, y = + a gemein- 
sam, und keine weiteren reellen oder imaginären, d. h. alle 
4 gemeinsamen Lösungen fallen in die Eine zusammen, die 
Kurve hat dort eine Doppeltangente, deren beide Berührungs- 
stellen zusammenfallen (aber keine Wendetangente). 

Der Gleichung der Kurve liefs sich die Form geben: 

5) (x« + yV — 2a«(x2 — y«) = c* — a* = d^ 

d* 



Setzt man darin x^ -f" 7* = Yi ^' — y* = x 



so geht 5) über in 

6) 



2a 



8 



y * = 2 a* x'. 
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Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren 
Parameter a* ist. 

(Dabei ist zu bemerken, dafs x*, y^, a^ Mafszahlen sind, 
also Zahlen, und wieder auf eine Strecke als Einheit be- 
zogen werden können.) Wir haben den wichtigen Satz: 

Alle Gassinischen Kurven derselben Brenn- 
weite a gehen aus derselben Parabel mit dem 
Parameter a* durch eine einfache Transformation 
2. Grades hervor. 

d* 
Da, wenn x = und y = ist, y' = und x' = ^ 

ist, so hat diese Parabel, wenn -|-X als ihre Hauptachse 

angesehen wird, den Scheitel auf dem Punkt, der in Bezug 

auf die alten Koordinatenachsen die Koordinaten y = 0, 

d* 

x = TT— öT hat. Je nach dem Wachsen von c® entfernt sich 

2 a* 

a* 
also der Scheitel auf der X Achse vom Punkte = -^ aus 

nach links, bei c = a ist er in M. Jedem Parabelpunkt 
(x' y') entspricht ein System gepaarter Cassinischer Kurven- 
punkte, die man einfach konstruieren kann als Schnitte des 
Kreises x* -|- y* = y und der gleichseitigen Hyperbel x* — y* 

d* 

= x' jr— 2-. Jeder Parabelsehne x^ Xg entspricht ein 

a a 

centraler Kegelschnitt, der die Kurve in 2 Systemen schneidet, 

er ist bestimmt durch die Gleichung 

7)x«(r?+r|-2a«)+y«(r?+rl+a«)-(y,y, + d^)=0. 

Einer Schar paralleler Parabelsehnen entspricht eine 
Schar ähnlicher Kegelschnitte. Der Tangente an die Parabel 
entspricht ein Kegelschnitt, der die Kurve in den vier 
Punkten des entsprechenden Systems berührt, die Tangente 
an jenen Kegelschnitt in einem dieser Punkte ist zugleich 
Tangente an die Kurve in jenem Punkte, und dies giebt ein 
Mittel, die Gleichung der Tangente fast ohne Rechnung ab- 
zuleiten. 

Es sei P|(Xpyp) der Punkt der Kurve, P'j(xVyV) 
der entsprechende der Parabel, die Gleichung der Tangente 
an die Parabel in F: 

/ y p^ = a« (X + x'pO, 
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also die des Kegelschnitts, der die Gassinische Karre in P 
berührt: 

8) x«(r^-a^) + y«(r^ + a*) = a«(x8-yp4-d* 

= l(rj + d*). 

(Man braucht nur in 7) r^ und r^ = ip zu setzen). Die 
Gleichung der Tangente an diesen Kegelschnitt im Punkte P 

ist (cf. S. 232 A. 6): 

9) xxp(rj-a^ + yyp(r2 + a^) = a«(xj-y^2)+d^ 

Dies ist also die Gleichung: der Tangente für alle 
Lemniskaten. 

Der Richtungsfaktor t = t g a ist 

— u Xp(r! 



^-p v^'p — * ) 



2 



yp(rp+a«) 




Fig. 90. 

Da Xp : yp = cot q) ist, so führt man lieber den Eichtungs- 

faktor T = der Normale ein, und erhält, wenn der 

Winkel, den die Normale mit -|-X bildet, a genannt wird: 

^fv, tga' r* + a^ , .^ . sin(a +9)) r^ 
10) -f — = -2-^ — 2 öder 10a) . ' ' , = — s-. 
^ tg 9) r^ — a* sm (a — q)) a* 

Auf beide Formeln läfst sich eine einfache geometrische 
Konstruktion der Tangente in P gründen (Fig. 90). 

M ist der Mittelpunkt, P der Kurvenpunkt, NP die 
Normale, P T die Tangente P Q die Ordinate yp oder y, 
MQ die Abscisse x, NQ die Subnormale, QT die 
Subtangente s, PNT ist a', PMN ist 90. Man mache 
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Q N' = Q N, so dafs also auch P N = P N', dann giebt der 

Sinussatz aus dem Dreieck MPN: = -. r-^ 

r sin a 

und aus MPN': Ml^^E^zL^, also SeC^LM 

r sin a' sin («' — g>) 

= -^^ = 1!-. DaaberMN' + MN = x + NQ + x — NQ 
MN a^ I 1^1 ^ 

== 2 X, so hat man nur nötig, M Q zu verdoppeln bis M' 
und MM' in N so zu teilen, dafs M N : N' M = a^ : r* ist, 
so ist N P die Normale und P T die Tangente. Diese 
Konstruktion ist ebenso allgemein wie die St ein ersehe, 
welche auf geometrischen Betrachtungen beruht. — Man 
kann auch die Subnormale N Q benutzen, ebenso wie die 

jjQ j.^ a'^ 

Subtangente. Es ist = ~rj~ — 2" 5 führt man den Hülfs- 

X r — — a 

Winkel & ein durch tg ^ = — , so ist N Q = x cos 2 ^, wor- 
aus die Konstruktion sich leicht ergiebt. Schlägt man ttber 
MT einen Halbkreis, der PQ in S trifft, so ist SQ« 
= M Q . Q T, aber y« = N Q . Q T, somit 



SQ2 r« — a^ ^ SQ i/ r« — a« 



oder 



y^ r^-|-a^ y ' r*-j-a 



%-n 



8 



§ 69. Die schlichte Lemniskate. 

Der Name Lemniskate stammt aus dem Griechischen 
und bedeutete „Schleifenlinie", er pafst daher nur für 
die Kurve c = a, und ist von dieser auf die andern Cassini- 
schen Kurven übertragen. Es ist für die (schlichte) Lemnis- 
kate c=a; d = und die Polargleichung 2) nimmt die 
einfache Form an t^{t'' — 2 a« cos 2 ^) = (^ statt <p). 
Diese Gleichung stellt eigentlich den Punkt r = 0, d. h. also 
M doppelt dar und aufserdem die Kurve r^ — 2 a* cos 2^ = 0. 
Da aber für ^ = 45^ bezw. 135^ auch r = ist, so geht 
diese Kurve durch den Punkt M ohnehin doppelt und wir 
haben als Polargleichung der Lemniskate 

11) r*— 2a*cos2^ = 0. 

Bimon, Geometrie der Ebene. 23 
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Die Gleichung zeigt sofort, dafs wenn d- von 0^ bis 45^ 
( bezw. bis — ) geht, r* und damit r abnimmt von 2 a* 

bezw. a /ä bis 0, für ^ = 30<> (j^ ist r = a, also ist der 

höchste Abstand von der Hauptachse F Fj gleich ^, das zu- 
gehörige X ist die Höhe des gleichseitigen Dreiecks, von 
^ = 450 bis 135^ ist r^ negativ, also schneidet der Leit- 
strahl r die Kurve in diesem Intervall nicht (sichtbar) (Fig. 91) 

3 5 

von 135® bis 225^ d. h. von -r- tt bis -p ^ wächst r von 

4 4 

5 . 7 
bis a V2 und nimmt wieder ab bis 0, von -j-tt bis -j-tt 

4 4 




Fig. 91. 



ist r^ negativ, von — r bis 2 7t wächst r von bis a 1^2. 

Der Punkt M ist Doppelpunkt, denn jede Gerade durch 
M, deren Polargleichung d' = a für den oberen Strahl, 
^ = 180 -f- a für den unteren ist, schneidet die Kurve aufser 
in M nur in zwei reellen oder imaginären entgegen ge- 
setzten Punkten. Für die Geraden ^ = 45 bezw. 45 + 180 
und ^ = 135 bezw. 135 + 180 fallen alle 9 Schnittpunkte 
in M zusammen, und da M zu beiden Ästen der Kurve ge- 
hört, so hat jede von ihnen mit dem betreffenden Ast drei 
Punkte gemeinsam. Diese Geraden ^ == 45® und d^ = 135^ 
sind Wendetangenten. 
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Die Kurve läfst sich auf einfache Weise mechanisch 
erzeugen. Denkt man sich zwei gleiche Kreise vom Radius 
Q, den Centren C und C und der Centrale C C gleich 
d, und bewegt ein Lineal, so dafs dessen Endpunkte sich 
in entgegengesetzten Drehungssinne auf den Peripherien 
der beiden Kreise bewegen, so beschreibt die Mitte des 
Lineals nach den Sätzen über das Achsentrapez (Stumpf des 
gleichschenkligen Dreiecks) die Kurve r^ = p* — d^ sin* d- 
und wenn d gleich der Seite des dem Kreise eingeschriebenen 
Quadrats, also d* = 2(^*, so ist diese Kurve die 
Lemniskate, deren Brennpunkte C und C sind. 

Die verwandte Parabel hat ihren Scheitel in M, der 
berührende Kegelschnitt ist Ellipse so lange r>a, d. h. 
von ^ = bis ^ = 30^ und Hyperbel von ^ = 30^ bis 
^ = 45^ Für r = a artet diese Hyperbel aus in das 
Doppeltangentenpaar 4 y* — a* = 0. Die Gleichung der 
Tangente wird: 

12)xxp(r^-a«) + yyp(r^+a^=irj = a«(xp'-yj). 

Die Gleichungen 10) und 10 a) enthalten c nicht, bleiben 
also bestehen, da aber r* = 2 a* cos 2 &, so geht 10 a) über in 

sin (a + ^) = 2 sin (a — &) cos 2 » 
= sin (a + ^) + sin («' — 3 ;?•), 

d. h. aber sin («' — 3 ^) = 0, und daraus folgt der merk- 
würdige Satz: a'==3^, d.h. in Worten: 

Die Normale schliefst mit dem Leitstrahl nach 
dem Berührungspunkt die doppelte Amplitude ein. 

Der Satz gilt seinem Wortlaut nach eigentlich nur für 
den 1. Lemniskatenquadranten, man sieht an der Figur sofort, 
wie er in den andern Quadranten abzuändern. Aus ihm 
folgt sofort eine sehr einfache Konstruktion der Normale 
und damit der Tangente. 

Wählt man die beiden Wendetangenten als Achsen, 
d. h. also, dreht man das Koordinaten-Achsenkreuz um 45^ 
im Sinne des Uhrzeigers, so bleibt r ungeändert und wenn 
die rechte untere Wendetangente zur Polarachse gemacht 
wird, so ist ^ = ^' — 45 und die Gleichung der Lemniskate 
wird: 

23* 
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13) T^ = 2sLUm2&\ 

gleichzeitig ist x = r cos (^ — 45) = (y' -j- x') y — 

.y = rsin(y = 45) = (y'-xO]/^^. 

Die Gerade, welehe in P 
auf M P senkrecht steht, schneidet 
(Fig. 92) die neuen Koordinaten- 
tangenten in A und C und es ist 







sin^ 



' > 



cos^ 



f > 



Fig. 92. 



somit Dreieck MAC, weil gleich 

14) MAC=2a^ 

Die Senkrechte auf den 
Leitstrahl im Lemniskaten- 
punkt schneidet von den 
Wendetangenten ein Drei- 
eck vom konstanten Inhalt 
2a« ab; 
oder: 

Diese Senkrechte umhüllt eine gleichseitige 
Hyperbel, von der die Wendetangenten die Asymp- 
toten sind und deren Achsen mit denen der Lemnis- 
katen zusammenfallen; ihre Fokalachse ist aV^2; 
oder (Fig. 93): 

Fällt man vom Centrum einer gleichseitigen 
Hyperbel auf die Tangenten die Lote, so ist der 
Ort der Fufspunkte — die Fufspunktskurve — eine 
Lemniskate mit derselben Hauptachse. 

Die Brennpunkte der Lemniskate liegen dort, wo die 
Leitlinien der Hyperbel die Hauptachse schneiden. 

Da die Hyperbeltangente in der Mitte von A C, im 
Punkte Q, ihre Kurve berührt, und da Dreieck Q M C bezw. 
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Q M Ä gleichschenklig, so werden F und Q dtireh die Haupt- 
achsen harmonisch getrennt nnd man kann anch sagen: 

Die Lemniskate ist der Ort derjenigen 
Punkte der Tangenten der gleichseitigen 
Hyperbel, welche durch die Achsen harmonisch 
vom Berührungspunkt getrennt werden. 

Da, wenn man M Q den Vektor der gleichseitigen 
Hyperbel q nennt, ^ r gleich Dreieck AMC, gleich 2 a' ist, 
so steht die Lemniskate zn derselben Hyperbel in noch 



engerer Beziehung. Da M Q und M F symmetrisch znr 
HaDpt(Fokal)-Achse liegen, welche für beide Kurven eine 
Symmetrieaehse ist, so Hegt, wenn wir auf M F die Strecke 
M Q' gleich M Q abschneiden (Fig. 92), Q' auf der Hyperbel, 
nnd ebenso der Gegenpunkt F' von F auf M Q wieder auf 
der Lemniskate. Trägt man also auf jedem Vektor M Q' 
der Hyperbel die M Q' umgekehrt proportionale oder 
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inverse Strecke = MP ab, so ist der Ort aller 

Q 
Punkte P die Lemniskate nnd wir haben den Hauptsatz: 

Die Lemniskate ist die inverse Kurve der srleieh- 

seitigen Hyperbel. 

Die Inversion ist eine äufsere (vgl. § 24), und die Ab- 
leitung der Eigenschaften der Lemniskate aus denen der 
gleichseitigen Hyperbel ist als eine gute Übung in der An- 
wendung der Inversion zu empfehlen. 

Quadratur der Lemniskate. 

Da r von ^ = bis ^ = 45^ fortwährend abnimmt, so 
liegt im ersten Quadranten jeder Sektor zwischen den beiden 
gleichschenkligen Dreiecken, welche denselben Winkel bei 
M haben und deren Schenkel der gröfsere oder der kleüiere 
Radius ist. Denkt man sich den Winkel, den der Vektor 
M P nach einem beliebigen Kurvenpunkt P im ersten Qua- 
dranten mit der Achse bildet, in n gleiche Teile geteilt und 
n über jedes Mafs grofs, so fällt der Inhalt des Sektors 
zwischen dem Vektor M P und der Achse mit der Summe 
der gleichschenkligen Dreiecke zusammen und man erhält 
ganz wie für die Kissoide § 54 

15) So- = ^ a^ sin 2 ^ = a « X y/r «. 

Der L emniskatensektor, von der Achse an 
gerechnet, ist gleich dem gleichschenkligen 
Dreieck, dessen Schenkel a und dessen Winkel 
an der Spitze gleich der doppelten Ampli- 
tude ist. 

Das Feld der Lemniskate ist gleich dem 
Quadrat ihrer halben grofsen Achse. 



XV. Abschnitt. 



Die Spirale des ArcMmedes. 



§ 70. Die Spiralen. 

Transformiert man die Gleichung algebraischer Kurven 
aus Parallelkoordinaten in Polarkoordinaten, so enthält die 
so umgeformte Gleichung wegen der Beziehungen des § 8 
nur die trigonometrischen Funktionen des Kichtungswinkels, 
bezw. der Amplitude (Anomalie), und es genügt wegen der 
Periodicität dieser Funktionen die Amplitude von bis 2 tt 
zu nehmen. Anders sind die Verhältnisse bei transcendenten 
Kurven; unter ihnen sind Kurven denkbar, bei welcher in 
der Polargleichung der Kurve f (r, ß) = 0^ die Amplitude 9 
selbst vorkommt mit oder ohne trigonometrische Funktionen 
von 8, dann erhält der Radiusvektor r f ür ^, 6 -\-2 tt, 
9-\-4.7t im allgemeinen verschiedene Werte und die Kurve 
umzieht den Anfangspunkt, d. i. den Pol, in unzählig vielen 
Windungen. Diese Kurven heifsen Spiralen — auch 
Schnecken (haus) linien — unter ihnen hat die einfachste 
Gleichung die Kurve r=öa, die Spirale des Archi- 
m e d e s. 

Die Spirale des Archimedes wird von einem Punkt P 
beschrieben, der sich vom Pole aus auf einem Strahl 
gleichförmig vorwärts bewegt, während der Strahl selbst 
sich gleichförmig um den Pol dreht. Nennt man die Strecke 
(Fig. 94) Ci , welche P während einer vollen Umdrehung 
des Strahles P auf dem Strahle durchläuft, den Haupt- 
vektor c, so verhält sich OP oder r, wenn der Strahl 
sich um den Bogen 9 gedreht hat, zu c, wie 9 zu 2 /r, und 
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wird c/2 it mit a bezeichnet, so ist die Gleichung der Kurve 
in Polarkoordinaten 

1) r = a a 

Da 2 TT, das Verhältnis der Kreisperipherie zum Radius, 
nur annähernd berechnet werden kann, so sind c und a 
inkommensurabel, d. h. eine Strecke läfst sich aus der andern 
nur annähernd konstruieren, doch hindert nichts die Gröfse a, 
den Radius des Kreises, dessen Umfang c ist, als Längen- 
einheit zu wählen und r : a, d. i. die Mafszahl des Radius- 




Fig. 94. 

vektor OP als Vektor einzuführen und mit q zu bezeichnen, 
wodurch 1) tibergeht in 

la) e = <^7 

wo nun q und S beides Zahlen sind. 

Giebt man dem B zuerst nur positive Werte, zuerst 
von bis 2 tt, dann von 2 tt bis 2 . 2 tt etc. und be- 
zeichnet mit Archimedes das Stück der Kurve zwischen 
ö = (k — 1) . 2 TT und ö = 2 ^ . k, das einer einmaligen 
Umdrehung des erzeugenden Strahles entspricht, als Spirale 
k- Ordnung oder besser k -Windung und nennt die Fläche 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Windungen ein Spiral- 
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Intervall, so folgt aus 1) bezw. la) sofort, dafs die Schnitt- 
punkte jedes Vektorstrahls mit der Kurve immer um 2 7t 
von einander entfernt sind, oder kurz (Fig. 94). 

Die Breite jedes Intervalls ist gleich dem Um- 
fang des Einheitskreises, bezw. gleich dem Haupt- 
vektor. 

Man sieht sofort, dafs die erste Windung ganz um- 
schlossen wird vom Kreis, dessen Radius der Hautvektor c, 
die zweite vom Kreis, dessen Radius 2 c, die k te vom Kreis, 
dessen Radius k c ist. Zieht man in ein und derselben 
Windung zwei Vektoren und teilt den Winkel zwischen 
ihnen in n gleiche Teile, nennt die zugehörigen Vektoren 
r, r^, rg,... rn- i, r', so ist 

rk = ök=ö+|-(Ö' — ^) = r + -^(r'-r). 

Insbesondere ist der Vektor, der den Winkel zwischen 
zwei Vektoren r und r' derselben Windung halbiert, gleich 
dem arithmetischen Mittel aus beiden. Ist speziell r = 0,. 

r = c = 2 TT, so ist rk = . 

n 

Diese Bemerkungen geben ein Mittel, um bei gegebenem 

Hauptvektor c beliebig viele Kurvenpunkte zu konstruieren. 

Man teilt irgend einen Kreis um in n gleiche Teile (hier 

24), teilt dann den Hauptvektor c ebenfalls in n gleiche 

Teile, zieht vom Pole aus nach den Teilpunkten des Kreises 

Strahlen und trägt auf ihnen vom Pole aus der Reihe nach 

1 2 

— c: — c etc. ab, so gehören die so erhaltenen Punkte 
n n 7 o 

zur Spirale ; und man erhält dann, wenn man auf jedem 
Srahl von dem erhaltenen Punkte der ersten Windung aus 
die Strecke c einmal, zweimal etc. abträgt, die entsprechenden 
Punkte der zweiten, dritten etc. Windung. Durch fortgesetzes 
Halbieren des Winkels zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Radien und Abtragen des arithmetischen Mittels der ent- 
sprechenden Vektoren auf den Halbierungslinien kann man 
die Punkte der Kurve beliebig verdichten. 

Giebt man B negative Werte, so wird auch r negativ, 
dies ist dahin zu interpretieren, dafs die zugehörige Strecke 
auf der Verlängerung des zu B=^ — X gehörigen Vektors 
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über den Pol hinaus abgeschnitten wird. Man erhalt also 
dieselbe Spirale, die zu positiven Werten des S gehört, nur 
um die auf OC^ in errichtete Senkrechte als Achse 
herumgeklappt, also entgegengesetzt gewunden. 



§ 71. Tangente, Normale. 

Zur Bestimmung der Tangente bedient man sich all- 
gemein bei Spiralen und überhaupt bei auf Polarkoor- 
dinaten bezogenen Kurven der ßoberval-Torricellischen 
Methode, welche auf dem Parallelogramm der Geschwindig- 
keiten beruht. Wenn ein Punkt eine krumme Bahn (Kurve) 

durchläuft, so hat er in jedem 
bestimmten Augenblick eine 
Bewegung in bestimmter 
Bichtung, welche die Re- 
sultierende der einzelnen Be- 
wegungen darstellt; diese 
Kichtung ist die Tangente 
an die Bahnkurve, welche 
nach dieser Aulfassung die 
Gerade ist, welche in dem 
betreffenden Punkt für eine 
verschwindend kleine Strecke 
mit der Kurve zusammen- 
fällt und die Bichtung der 
Kurve an dieser Stelle dar- 
stellt. 

Man kann nun eine in Polarkoordinaten dargestellte 
Kurve dadurch erzeugt denken, dafs der Strahl OP sich 
um mit einer gewissen, im allgemeinen veränderlichen 
Geschwindigkeit dreht und gleichzeitig Punkt P sich auf 
dem Strahl selbst mit einer gewissen Geschwindigkeit be- 
wegt. In einem hinlänglich kleinen Zeitteilchen % beschreibt 
also P einen verschwindend kleinen Kreisbogen p €, wo c 
die Zunahme der Amplitude 8 bezeichnet, und rückt auf 
OP um die verschwindend kleine Strecke ij vorwärts, also 
bewegt er sich nach dem Parallelogranmi der Bewegung 
(Fig. 95) von P nach P' und PP' ist ein Bahnelement o 
und zugleich ein Element der Tangente. Da der kleine 




Fig. 95. 
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Kreisbogen QP auf dem Radius OP in P senkrecht steht, 
so ist (7^ = ß* 6- -}- ri^. Nennt man den Winkel, welchen 
die Tangente — auf P in der Richtung der Bewegung zu- 
laufend — , mit OP bildet, f/, so ist, da P'QP ein recht- 
winkeliges Dreieck, 

Errichtet man im Pole auf dem Vektor OP die 
Senkrechte und zugleich in P auf der Tangente die Normale 
und bringt Tangente in Normale zum Schnitt mit dem Lot 
in 0, Schnittpunkte: 1 und N, so heifst Ol die Polar-Sub- 
tangente — St — und N die Polar-Subnormale — Sn — 
und man hat 

St = ^ tg jU ; Sn = ^ cot ^. 

Bei der Spirale des Archimedes sind Vektor und 
Richtungsbogen einander gleich, also auch ihre Änderungen 
Tq und £, und wir haben für sie : 

2) ^^^ = Q'i St = ^*; 8„ = 1 

und daraus die Sätze: 

Die Tangente in irgend einem Punkte der 
Spirale macht stets mit dem zugehörigen Vektor 
in dem vor der Berührungsstelle liegenden Teil 
der Kurve einen spitzen Winkel, dessen trigono- 
metrische Tangente gleich der Mafszahl des 
Vektors ist. 

Die Subtangente hat, durch den Radius des 
Einheitskreises gemessen, das Quadrat der 
Mafszahl des Vektors zur Mafszahl. 

Die Subnormale ist konstant und gleich 
dem Radius des Einheitskreises. 

Der letzte Satz weist sofort auf die Parabel hin, 
und durch Ausnützung dieser Beziehung hat insbesondere 
Paskai tiefliegende Eigenschaften der Spirale abgeleitet. 

Die Konstruktion der Tangente ist infolge des 8. Satzes 
ganz elementar, sobald der Radius des Einheitskreises ge- 
geben ist. Das ist indessen, wenn der Hauptvektor gegeben 
ist, die Kurve punktweise konstruiert ist, nur annähernd 
der Fall. 



364 XV. Die Spirale des Archimedes. 

Da die Tangente, mit der Kurve gemäfs der mechani- 
schen Definition eine, wenn auch verschwindend kleine 
Strecke gemein hat, so kann zwischen ihr und der Kurve 
keine andere Gerade hindurchgehen; der Bereis mit OP 
schliefst, da die Vektoren fortwährend wachsen, den Teil 
der Kurve, der dem Punkt P vorangeht, ein und wird 
von dem auf P folgenden Teil umschlossen; die Kurve 
kann also keine Wendetangente haben und es 
kann die Tangente in P die Windung, zu der 
P gehört, nur in P berühren. Diese Eigenschaft 
der Tangente ist von Archimedes ihrer Definition zugrunde 
gelegt. 

Die Aufißndung der Spirale steht höchst wahrscheinlich 
in Zusammenhang mit dem Problem der Kreis- bezw. 
Winkelteilung, denn, wenn auf mechanischem Wege die 
Spirale gegeben ist, so kann, da die Vektoren sich wie die 
zugehörigen Bichtungsbogen verhalten, die Kurve umgekehrt 
benutzt werden, den Kreisbogen in vorgeschriebenem Ver- 
hältnisse zu teilen. 



§ 72. Qnadratnr der Spirale. 

Die von einer Spirale beliebig hoher Windung um- 
schlossene Fläche läfst sich auf ähnliche Weise wie bei der 
Hyperbel berechnen. Seien r und r' zwei Vektoren der 
k Windung, 6 und 6' die zugehörigen Ampütuden, 8' — 6 
= r' — r, also das Mafs des von den Strahlen OP und 
OP' eingeschlossenen Winkels. Denkt man diesen Winkel 
in n gleiche Teile geteilt und die zugehörigen Vektoren der 

Kurve r^ etc. gezogen, so ist r^ = r -| (r' — r) oder 

Tk = r -| d. Wird n über jedes Mafs grofs, so kann 

man den Spiralsektor Sk zwischen rt und rk+i als Vektor 
des Kreises mit dem Radius r^ ansehen und es ist: 

und der ganze Spiralsektor zwischen r und r: 



also: 
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2 1 n ' 

2 V'n/n 2\ii' n^'n^/ 

Es ist, wie aus der Berechnung der elementaren Körper 
und Flächen bekannt: 

k = n ^ j '^ k^ 1 

S = |d(r« + rd + -^) 

= Y(r-r)[r^ + r(r'-r) + (?^:^] 
= -^(r'-r)(r^ + rr' + r^). 

3) S = -^(r'^ — r«). 

Der Spiralsektor zwischen zwei Vektoren der- 
selben Windung und dem verbindenden Spiral- 
bogen ist gleich dem 6. Theil der Differenz der 
Kuben der Vektoren. 

Dabei sind r' und r als Mäfszahlen der Vektoren in 
Bezug auf die Einheit a gedacht, und als Flächenmafs 
dient a^. 

Setzt man r = und r' = 2 tt, (d. h. also = 2 tt a 
-^OC^), so hat man für die Fläche der ersten Windung 

Wird also c^ als Flächenmafs gewählt, so ist die Mafs- 
zahl von F^ = — . 

ö 

7 19 

Es wird F^ = — tt . 4 ^^ ; Fg = — ^ . 4 tt^ und all- 
gemein 

4) ^_^^3n(n-l) + l^ ,^. 
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für den Inhalt der ganzen von der n Windung umschlossenen 
Fläehe. 

a rr 

Das erste Intervall: Jj = Fg — Fj = — 5- .4«-; das 



zweite Intervall J, = J, — J, = -5- ?r . 4 «r*, allgemein das 



12 
3 

(n — l)-te Intervall J,_i = F.— F._i =^. 4 «r« (n— 1) 

oder Jg = 2 Jj, Jg = 3 J^, J« - 1 = (n — 1) J^, also : 

Die aufeinander folgenden Spiralintervalle 
verhalten sich wie die aufeinanderfolgenden 
Zahlen der Zahlenreihe. 



XVI. Abschnitt. 



Die Cyklolde oder Kadlinie. 



§ 73. Die RoUkurven. 

Eine Kurve k rollt auf einer festen Kurve f, wenn die 
Kurve k die Kurve f beständig berührt und dabei ihren Bogen 
auf der festen Kurve abwickelt. Betrachtet man die beweg- 
liche Kurve in zwei Momenten t und t', in denen sie die 
Kurve f in B und B' berührt, so ist der Bogen B B' der 
Kurve f gleich dem Bogen B B' der bewegliehen Kurve k, 
also gleich dem Bogen den B inzwischen auf der Kurve k 
scheinbar durchlaufen hat. — Die Kurve, welche bei 
dieser Bewegung ein mit der rollenden festverbundener Punkt 
beschreibt, heifst: Rollkurve; man beginnt meist mit der 
Kurve, welche ein Punkt der Kurve k selbst beschreibt. 

Ist A irgend ein Punkt der Kurve k (oder mit ihr fest- 
verbunden) und B der augenblickliche Berührungspunkt von 
k und f, so ist die Bewegung dieselbe als drehte sich A B 
für einen Moment um das Centrum B, dafs im nächsten 
Moment sich auf f verschiebt, d. h.: DerumBmitBA 
beschriebene Kreis mufs die Kollkurve R des 
Punktes A in A berühren, und AB ist die Nor- 
male der Rollkurve in A; wir haben diesen Satz bei 
der Kardioide, der Asteroide und der Steinerschen Kurve 
bestätigt gefunden. — 

Der Kreis um B mit B A hat aber mit der Rollkurve R 
im allgemeinen nur die Eine Tangente in A (Zwei unend- 
lich nahe Punkte bezw. Ein Kurvenelement) gemeinsam und 
ist daher im allgemeinen von dem Krümmungskreis (vgl. S. 269) 
in A verschieden, der bei A zwei Tangenten bezw. drei 
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nnendlich nahe Punkte, A mitgezählt, oder Zwei Kurven- 
elemente mit der Kurve gemein hat. 

Wir betrachten nur die liolll?:urve, welche ein Punkt 
eines Kreises beschreibt, der auf einer Geraden rollt, d. h. 
also die Kurve, welche ein Radnagel beschreibt, wenn das 
Rad auf gerader Schiene rollt, ohne zu gleiten. Wir ver- 
folgen die Bahn von einem Augenblicke an, wo dieser 
Punkt P di§ Gerade berührt. 

Die Gerade oder Achse sei die X Achse; -f" ^ ^ ^^^ 
Richtung der Bewegung; der anfängliche Berühruogspunkt 
sei Nullpunkt ; -f" ^ ^^^ ^^^ ^®^ Achse in senkrechte 
Durchmesser des rollenden Kreises (Fig. 96). Es ist von 
vornherein klar, dafs die Bahn des Punktes P aus lauter 
kongruenten Zügen besteht, deren jeder einer vollen Um- 
drehung des Rades entspricht; und ebenso, dafs jeder Zug 
wieder aus Zwei symmetrischen Teilen zusammengesetzt, 
welche der ersten und zweiten halben Umdrehung des Rades 
entsprechen. Wo der Punkt P die Achse berührt, ruht er 
einen Augenblick, und daher entstehen an dieser Stelle 
Spitzen. Die Kurve heifst Radlinie, oder, seit 
Galilei, Cykloide, doch vnrd jetzt dieser Name häufig 
auf alle durch Rollen von Kreisen entstandenen Kurven aus- 
gedehnt. 



§ 74. Die Cykloide. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Bahn, der erzeugende 
Kreis mit Radius r (Fig. 96) berühre die Achse in B, dann 




ist die „spezifische Eigenschaft" (Fermat) der Kurve, dafs 
B gleich Kreisbogen P B ist. Nennt man den Mafsbogen 
(Bogen im Einheitskreis, Argument, bezw. Verhältnis des 
Bogens zum Radius) des „Wälzungswinkels" PMB den 
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Wälzungsbogen p, so ist x = OB — B J = arePB — PQ 
= rp — rsinp = r(p — sinp) und y = r-[-MC = r — rcosp 
= r (1 — cos p). Also sind die Gleichungen der Kurve 

1) X = r (p — sin p); y = r (1 — cos p). 

Man kann p zwischen diesen beiden Gleichungen elimi- 
nieren, da: 

r — y 

p = arc cos —. — -, 

r 

aber diese Elimination ist nutzlos, und wir haben hier den 
Fall, wo es geboten ist beide Koordinaten mit Hülfe 
eines Parameters (vgl. Astero'ide, Lemniskate etc.) aus- 
zudrücken. Hier ist der Parameter der Wälzungsbogen p. 
Die Gleichungen lehren, was a priori klar, dafs x be- 
ständig wächst, da p seine sinus mit zunehmendem Werte 
immer mehr übertrifft [Man könnte übrigens diesen analy- 
tischen Satz umgekehrt mittelst der Evidenz, den die 
Mechanik gewährt, beweisen], sowie, dafs y eine periodische 
Funktion von p ist, und d,urch Vermehrung von p um 2 tt 

S0 (volle Umdrehungen) nicht geändert wird, und in jedem 

laufe einzelnen Intervall jeden Wert zweimal annimmt (für 

^ p = 2k7r-|-^ und p = 2k^-f-(2^ — ^); ^^ auf den 

Maximalwert 2 r für p = 2 k tt -f- ^r, der mit seinem korre- 
spondierenden Werte 2k7r-|-2yr — 7t zusammenfällt. 

Die Parallele zur Achse im Abstände des Durchmessers 
berührt die Kurve in allen Höhepunkten, und die Kurve 
liegt ganz in dem von der Achse und dieser Parallelen 
begrenzten Streifen. 

Der Mittelpunkt des rollenden Kreises beschreibt die 
Streifenachse, man kann daher auch sagen: Die Cykloide 
wird erzeugt dadurch, dafs ein Punkt P sich gleich- 
förmig auf einem Kreise bewegt, während der ganze 
Kreis sich mit gleicher Geschwindigkeit auf einer 
Tangente verschiebt. 

Diese Bemerkung giebt den momentanen Berührungs- 
punkt B des Rades und der Schiene. Sei (Fig. 96) B' P^ ß' 
das Bad nach einer halben Umdrehung, und die Bogen P' B' 
und PB gleich, so ist Strecke PB parallel und gleich 
Strecke P' B' und P P' der Achse parallel. Zieht man alsa 
durch P die Parallele zur Achse, welche den Kreis um den 
Jen Durchmesser B' ß' in P' trifft, und durch P zu P' B' die^ 

Simon, Geometrie der Ebene. 24 
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Parallele, so triffl; sie die Achse in B, dem momentanen 
Berühmngspunkt, und damit auch dem momentanen Drehnngs- 
centrum. Somit ist PB die Normale (n) und P/9 die 
Tangente. Also: Die Tangente ist die Gerade, 
welche den Kurvenpunkt mit dem zum Berührungs- 
punkt diametralen des erzeugenden Kreises ver- 
bindet. Die angegebene Konstruktion rührt von Descartes 
her, man kann die Tangente aber auch wie Boberval, nach 
«einer im vorigen Abschnitt besprochenen Methode konstruieren. 
Punkt P hat gleichzeitig zwei gleich schnelle Be- 
wegungen, die eine in der Richtung PF, die andere in der 
Tangente des Bades in P, also mufs P, nach dem Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten, die Kichtung einschlagen, 
welche den Winkel zwischen jenen beiden halbiert ; dies ist 
aber nach den elementarsten Kreissätzen (Sehnen-Tangenten- 
winkelsatz) die Gerade F ß. Der Winkel, welchen die 

Tangente mit der Achse bildet, ist also gleich 90 — -^ w 
bezw. -^r — p er sei q) (P). 




Man kann dies durch die Rechnung leicht bestätigen. 

Die Roberval-Toricellische Methode ist von Barrow und 
Newton zu einer für alle Kurven gültigen ausgebildet worden. 

Das Krümmungscentrum der Cykloide für P ist der 
Punkt K, in welchem sich die unendlich nahen Normalen P B 
und p b (Fig. 97) schneiden. Diesen sind P' B' und p' B' 
(Fig. 96) parallel. Der verschwindend kleine Bogen P p der 
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Badlinie sei er, der entsprechende kleine Bogen des Bades, 
den P auf dem Bade beschrieben, wenn er nach p gekommen 
sei a\ Es ist dann a = B b = P' p'. Nach Definition des 
Erttmmnngskreises ist a = P k. &, wo & das Argument des 
kleinen Winkels PKp ist. Es sei PK gleich q. Der 
Bogen a wird aber auch dadurch erzeugt, dafs P B sich um 
B dreht, und zwar ist der Drehungswinkel gleich dem 
Winkel, um den das Bad sich gedreht, also gleich der 
Änderung des Wälzungswinkels und sein Mafs gleich öp. 
Nach Definition des Ertlmmungskreises sind die Tangenten 
in P und p um diesen zugleich die Tangenten um die Bad- 
linie, somit hat der Winkel Pkp das Mafs: q>(P) — q>{p) 

= -^(Jp. Also: 

a=^.-^(Jp = PB.<5p. 

2) (^ = 2 . P B 

also: 

Der Krümmungsradius der Cykloide ist 
das doppelte der Normale. 

Bildet man den erzeugenden Ej*eis in den Augenblick, 
wo er die Achse in B berührt, von B als innerem Ahnlich- 
keitspunkt in gleichem Mafsstab ab (Fig. 97), so entspricht 
dem Punkt P der Krümmungsmittelpunkt K, dem Bogen P ß 
entspricht der Bogen K C und da C C = B B', so ist Bogen 
C K = Strecke C C, d. h. also, wie H u y g e n s gefunden : 

Die Evolute der Cykloide ist eine ihr 
gleiche Cykloide. 

Das die Evolute erzeugende Bad, rollt in entgegen- 
gesetzter Bichtung und ist um eine halbe Umdrehung verschoben. 



§ 75. Rektifikation und Quadratur. 

Denkt man sich Pp parallel verschoben nach P'E' 
(Fig. 96), so ist p' P' E' als gleichschenklig anzusehen, 
Spitze in p', weil P' p' Tangente an den Kreis in P' und 
P'j^ den Winkel zwischen Tangenten und Aohsenrichtung 
halbiert; da p' B' als senkrecht P' ß' betrachtet werden kann, 
so ist F Mitte von P' E' und p' /? und F /^ sind gleich- 

24* 
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zusetzen, somit ist die Zunahme der Sehne p' //, wenn sie 
von f) ß^ in F' ß^ übergeht, halb so grofs, als die Zunahme 
des Kurvenbogens, von p jö? bis P ß, da dieser Sehlufs für 
alle folgenden Bogen bis zu ß bestehen bleibt und der 
Bogen P ß die Summe aller der Teilehen ist, so haben wir 
den Wren sehen Satz: 

Der Bogen der Cykloide zwischen einem 
Punkt P und dem zugehörigen Höhepunkt der 
Kurve ist doppelt so grofs, als die zugehörige 
Sehne des erzeugenden Kreises, d. h. also 
doppelt so grofs als die Kurventangente 
zwischen Berührungspunkt und Parallelen zur 
Achse im Abstand des Durchmessers. 

Ein ganzer Zug der Cykloide ist das Vierfache 
des Durchmessers des Rades. 




Fig. 96. 

Noch einfacher gestaltet sich die Quadratur. 

Der blofse Anblick der Fig. 96 zeigt, dafs Trapez P p s S 
= Trapez P p q Q ist. (Dreieck P S /^ = P Q /? etc.) Trapez 
P p q Q ist aber nur das parallel verschobene F p' q' Q', 
somit ist der Flächenraum aufserhalb, begrenzt vom 
Kurvenbogen P/?', den StreckenPS und S/J', gleich 
dem halben vom Rad durch die der Achse parallele 
Sehne durch P abgeschnittenen Segment 

Der ganze Aufsenraum eines Zuges ist gleich 
der Kreisfläche. Das Rechteck zwischen Achse und 
Gegenachse und den Tangenten in den Endpunkten des 
Zuges ist 2 r . 2 r TT, d. h. 4 r* tt, der Aufsenraum ist r^ tt, 
also: Die Fläche innerhalb eines Zuges der Rad- 
linie zwischen Kurve und Achse ist das Dreifache 
des erzeugenden Kreises. 
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